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Ongz

Okur daal say lara elbette daha enceki eitim y llar ndan asinad r. Zaten
enceki kitapta da hc cekinmeden say lar (kamelere ernek vermek amac y-
la) kullanmst k. Bu kitapta okurun dagal say lar hakk nda bildikl erini daha
modern bir dille gezden gecirecegiz. Kullanacay m z dil dahacok kameler ku-
ram n n dili olacak.

Anmsatal m: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 43, 127 gibi say laralgal say denir. Dagal
say kamesinin N simgesiyle gesterilir:

N=10;1,2 3,45 :::0:

Daal say lar kamesi sadece bir kame degildir, ustande toplam a vecarpma
ad verilen iki slem vard r. Ayr ca da@al say larda bir de \s ralama" vardr,
mesela 5 say s 8'den keskidr. Ayr ca asal say lar, kareler, kapler lan da
vard r. Yani N kemesi asl nda basit bir kimeden cok daha zengindir, mate-
matiksel dille ssylemek gerekirseN \matematiksel bir yap "d r. Bu kitapta,
biny llard r insan n merak n cezbetms bu ilgirc matematikse | yapy biraz
olsun anlamayacalsacay z.

Daal say lar kamesini kabaca seyle tan mlamaya calsabiliriz. Daal sa-
y lar kamesi O' cerir ve terdgi her x egesi cin x +1 ad nda bir baska ege
daha cerir. Yani O bir dayal say dr ve her dagyal say nn \1 fazlas" d a bir
dagal say d r. Ama bu ikiezellik dayal say lar kamesini betimlem eye yetmez,
daha fazlasn seylemek laz m, asnks daha sonraki kitaplarda gerecegimiz
tamsay lar kamesi de, kesirli say lar kamesi de, gercel saylar kamesi de ve
daha nice say kameleri de bu iki ezellgi saglar. Dayal say lar keumesi bu iki
ezellgi saylar ama daha fazlas n da saglar: Dayal say lar kamesi, 0' iceren ve
cerdgi her x egesi cin x + 1 ad nda bir baska ege daha ceren kamelerin en
kagsdsr , yani bu iki ezellgi saylayan tam kamelerin altkamesidir 1.

Smdi bu tan m (ya da tan m denemesini) tamamen bir yana b rak p dagal
say lar konusuna sezgisel olarak yaklasal m. Bundan beyle \5 nedir?"ya da

1Bu tan m n eksiksiz olmas tin 0' ve \her say nn bir fazla s" kavramn tan mlamak
laz m. Kumeler kuram na basvurarak bu tan mlar yap labilir. ~ Konumuz bu olmadg ndan bu
konuya ht girmiyoruz.



2 Onsbz

\5 ne olmal d r?" gibi hem matematiksel hem de felse anlamda cok ilginc
olabilecek sorular es gececeagiz. Bundan beyle herkesin 5'in anlanm bildgini
varsayaca z.

Bu kitapta ssz4ns etmeyeceagimiz dayal say lar n matematiksel i rsas tin
okur cok daha ileri seviyede kameler kuram teren ve en temelmatematge
dair olmas na kars n matematiksel olgunluk gerektiren [N2]'ye basvurabilir.

Aralara bayay ilgirc ve zorlay ¢ problemler serpstirdim. Oku run o prob-
lemler wzerine zaman gecirmesini ®eneririm, hemen olmasa da ilede yarar n
gerecektir.

Kolayl klar dilerim.

Ali Nesin
16 Eyll 2017



1. Toplama ve Garpma
Elemleri

Dayal say larla toplama ve carpma yapabiliriz. Yani iki dayal say nn t oplam
ve carp m gene birer dagyal say d r. Bu, matematikte, \dagal say lar k umesi
toplama ve carpma Blemleri alt nda kapal dr " asmlesiyle ifade edilir. Ama
daal say lar kamesic karma slemi alt nda kapal degildir, er negin daal sa-
y lar kamesinde 7'den 5'ic karabiliriz (2 buluruz) ama 5'ten 7'yi ¢ karamay z,
asnke bulmam z gereken 2 say s bir d@al say degildir. Oysa herhangi iki
dayal say y toplay p carptg m zda gene bir dayal say buluruz.

x vey dayal say lar n ntoplamnn x+ y olarak,carpmnnda x Yy olarak
gesterildgini herkes biliyordur, ernegin

5+7=12ve5 7=35

olur. x vey saylarnncarpm x vy yerine bazenx vy, bazen de daha basit
olarak xy olarak gesterilir. Tabii x =13 ve y = 25 ise, bu iki say n ncarpm
13 25yada 1325 olarak gesterilebilir ama kesinlikle 1325 olarak gesterilmez!
Ote yandan a ve bsay lar n ncarp m abolarak gesterilebilir. Bir kars kl k s8z
konusu olmayacaksa, olabilecek en sade yaz m tercih edilir.

Ama dikkat,carpma sareti olarak kulan lan  saretiyle say lar kolay oku-
maya yarayan nokta Baretini birbirine karst rmamak laz m; erne gin 12.317
\on iki binc on yedi" saysdrama 12 317, \12carp 317" demektir. Nok-
talardan biri satr n en alt nda, dgeri ha te yukar da.

Iki dggal say nn toplamnn ve carp mnn gene bir dagyal say olmasn
kemeler kuram n n dilinde sayle ifade ederiz:

N+ N NveNN N:
Asl nda burada esitlik vard r, yani
N+ N=NveNN=N
olur,aanke ne de olsa her n 2 N cin
nN=n+02N+Nven=n 12NN

olur.
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Sfr. Eskiden, eskiden dedgim birkec ony | ence lan, baz matematik ciler
0' bir dayal say olarak kabul etmiyorlard . Ya da ayn matematikci bir ma-
kalesinde 0' dagal say olarak kabul ediyor, bir baska makalesinde kabu et-
miyordu. 0" dagal say kabul edip etmemek matematgin @zsyle ilgil i bir konu
degildir, sadece bir anlasma meselesidir, makalenin ya da kitaln bas nda 0'n
daal say kabul edilip edilmedgi saylenirse hchir sorun ya sanmaz, yeter ki
neden 8z edildgini bilelim. 0' n dayal say olup olmadg na biz i nsanlar karar
veririz. \O bir dagal say md r?" sorusuyla \balina bir balk mdr ?" sorusu
aras nda bir fark vard r,adnksd balina ve bal k bizim ds m zd a vard r ve balina
ve balg n herkes taraf ndan kabul edilms tan mlar vard r. Oysa \s ay ", daha
dagrusu \dagal say " kavram n n neyi cerip cermedgine biz i nsanlar karar
veririz. Hangi karar simize gelirse, hangi karar hayat m z kolaylast racaksa o
karar al r z. Matematikcilerin hemen hepsi bugsan artk 0' bir d gal say ola-
rak kabul ederasankd bu sayede hayat daha kolay oluyor, teoremler daha kolay
ifade ediliyor, matematik daha sade ve daha estetik oluyor. Biz de cayunluk
gibi 0' bir dagal say olarak kabul ediyoruz.

Sayma Saylar. 0 dsndaki dgal say lardan olisan say kamesi S olarak
gesterilir ve bu say lara sayma say lar  denir. Demek ki

S=11,2,34:::g

S kamesi de toplama slemi alt nda kapal d r, yani iki sayma say s n n top-
lam vyine bir sayma say s dr, bir baska deysle S+ S S olur, ama bu sefer
esitlik gecerli degildir,aanke S+ S kamesinde 1 yoktur, bu kamenin en ksosk
say s 2'dir.

S+S=12;3,4,.::g=Snflg= Nnf0; 1g

esitlikleri bariz olmal . Benzersekilde S+ S+ Skamesi 3 ve 3'ten buyuk dayal
say lar ceren kamedir:

S+ S+ S= Nnf0; 1; 2g:

S kamesi carpma slemi alt nda da kapal dr ve bu sefer SS= S esitlgi
gecerlidir.

Katlar. Eger n bir dagyal say ysa, nN kdamesi n'nin dayal say katlar ndan
olwsur, yani
nN = f0; n; 2n; 3n; 4n; ::: g
olur. nN kamesinin egeleri n'ye belanen dagal say lard r. Ornegin, n = 2 ise,
2N=10;2,4,6,8;:::9
olur, yani 2N cift dayal say lar kamesidir. Eger n'yi 3'e esit al rsak,

3N=10;3;,6;,9;, 12,:::0



olur. 4N kamesinin ilk birkac say s n tahmin etmek zor degil:
4N = f0; 4, 8 12 16; :::Q:

AN kamesinin her egesi 4'e beldndr, dolay s yla 4 N kemesinin her egesi 2'ye
de belanar; bundan da
4N 2N

¢ kar. Bunun gibi,
48N 16N 8N 4N 2N

olur.

nm say s hemnN hem de mN kamesindedir, yani nm 2 nN\ mN olur.
Tabii 2nm, 3nm gibi say lar da bu kessimdedir, yani nmN  nN\ mN olur,
ama bu kessimde nm'nin katlar ndan daha fazla ege olabilir, @rnggin 12 2
AN\ 6N olur, hatta 4N\ 6N = 12N olur, bir baska deysle hem 4 hem de 6'nn
katlar olan say lar tam tam na 12'nin katlar olan say lard r.

nN kemesinin egelerini belli bir k daal say s yla toplayabiliriz; elde edilen
kame nN + k olarak yaz | r. Ornain,

IN+3 = 3,10 17, 24; :::q;
IN+4 = 14;11, 18 25 :::¢q;
8N+1 = f1;9 17, 23, :::¢0;
N+3 = 3,4,5,6,7,:::0
Qi esitlik de ilginizicekebilir: 7 N+7 =7 Sve genel olaraknN+ n = nS. Ayr ca
IN+17 7N+10 7N+3

ve
14N +17 14N+3 7N+3

gibi ilskiler de vard r. Bunlar n dgyruligunu kontrol etmeyi oku ra b rak yoruz.
Tabii ki 2 Ncift dayal say lar, 2 N + 1 de tek dagal say lar kamesidir.
n'nin katlar yla m'nin katlar n topladg m zda elde edilen kame ise

NN+ mN
olarak gesterilir. Ornggin
3N+7N=13;6; 7;9; 10, 12, 13; 14; 15, 16; :::g

olur. (Bu tar kemelerin hangi say lardan olustigunu bulmak kolay degildir,
ama ger n ve m'nin 1'den baska ortak beleni yoksa, nN + mN kamesinin
nm n m say s ndan baydk tsm dayal say lar cerdgi biliniyor.)

NN+ nN = nN
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esitlgi g@zemuezden kacmas n. Elimiz dggmiken sabit bir  n tin NN + k -
randen kamelerin toplam ve carp m yla ilgili birkec ernek v erelim.

GBN+4)+(5N+3)=5N+7

olur. Ama mesela (5N +4) (5N + 3) kdmesinin tam olarak hangi dayal
say lardan olustigunu bulmak hic kolay degildir, yine de en az n dan

(5N+4) (5N+3) B5N+12 B5N+2

ilskilerini biliyoruz.
Toplama vecarpman nezelliklerini ve buezellikleri dayru uygul amay oku-
run bildgini varsay yoruz. Ornegin

(a+ b+ o)(x+y)= ax+ bx+ cx+ ay + by+ cy

olur. Zaten ileride bu ezellikleri daha genel olarak gercel say laréin gerecegiz.
Bu paragrafta merkezledgimiz esitlik dag Ima ezellginden, y ani

a(x+y)= ax+ ay
®zdeslginden kaynaklanmaktad r.

Ornekler

1.1. Herx daal say s tin x0 = 0x = 0 olur. Bu yuzden 0 say s n ncarpma sleminin  yutan
egesi denir.

1.2. HEer iki dayal say n n toplam O ise, her iki dgal sa y da 0 olmak zorundad r. Eger iki
dagal say n n toplam 1 ise, bu say lardan biri 1, dgeri 0 olm ak zorundad r.

1.3. Her iki dggal saynncarpm O ise, iki dayal sayd an en az biri 0 olmak zorundad r.
(Her ikisi birden de O olabilir tabii.) Eger elli tane dagal saynncarpm O ise, bu elli
dayal say n n en az biri 0 olmak zorundad r. Bir baska deysl e, hchiri 0 olmayan daal
say lar ncarp m 0 olamaz.

1.4. Eyer iki dggal say nncarpm 1 ise, her iki dggal sa y da 1 olmak zorundad r.

1.5. lki tek say n ncarp m nn her zaman bir tek say oldgunu k an tlayal m. Herhangi iki
tek say alal m, bunlara x ve y diyelim. x bir tek say oldgundan, bir n dmal say s
tin x = 2n +1 btiminde yazIr. Ayn nedenden, bir m dayal says cin y=2m+1
btiminde yaz Ir. ( m, n'ye esit olmak zorunda degil tabii.) Demek ki

xy=2n+1)2m+1)=4nm+2n+2m+1=22nm+n+ m)+1
olur. ger p=2nm + n+ m tanmn yaparsak, xy = 2p+ 1 esitlgini gonnez. p bir

dagal say oldgundan, bu esitlik xy'nin bir tek say oldwunu gesterir.

1.6. kemesi 2 ve 2'den huysk daal say lardan olussun. kemesi toplama ve carpma
alt nda kapaldr. +  kamesi 4 ve 4'ten heysk t4m dayal say lar terir ve sade ce
bunlar cerir, yani

+ = Nnf0; 1; 2; 3g
olur. Ote yandan kemesinde olmayancok dayal say vardr. Ornein 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19, 23, 29, 31, 37 dmal say lar bu kimede degildir. kemesindeki say lar 1'den

buyuk en az iki d@gyal say n ncarp m olarak yaz labilen s ay lardr.



1.7.

1.8.
1.9.

1.10.
1.11.
1.12.
1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

n ve m dayal say lar tin 5 nm +3n +4m btiminde yaz lan say lar kolayca tan man n
yolunu bulmak ht kolay degil. Eger m = 0 al rsak 3un katlar n n bu btimde yaz Idg n
ez, Eger n = 0 alrsak 4u4n katlarnn da yazldgn genmniz. Ama b askalar da
var; ste baz lar: 34, 47, 62, 73, 85, 86, 118, 125.
13N + 8 kamesindeki say lar n bu btimde yaz lacgg n geste rin.
18N + 12 kemesindeki say lar n bu btimde yaz lacagn gest erin.
23N + 16 kemesindeki say lar n bu btimde yaz lacagn gest erin.
Genel olarak, bir m 2 N says tin, (5m + 3) N +4m ksmesindeki say lar bu btimde
yaz | rlar.
("IN+4)+ (7 N+5)=7N+9 7N+2olur.
(TN+4) (7TN+5) 7N+20 7N+6oolur. (7 N+4) (7N+5) kamesinin hangi say lar
cerdgini bulmak ht de kolay deyildir.
(IN+5)+(7 N+5)=7 N+10 7N+ 3 olur.
(IN+4)+(7 N+5)+(7 N+6)=7 N+15 7N+ 1 olur.
(IN+4) (IN+5) (IN+6)=7 N+120 7N+1 olur.
1 ve 5 kurwslar bir araya getirerek kec farkl btimde 20 ku rws elde ederiz? Eger 1 ku-
rwslar n say sna n, 5 kurwslar n say s na m dersek, elde edecegimiz tutar n + 5m kurws
olur. Demek ki

n+5m =20
denkleminin daal say larda kec c®zems oldgunu bul  malyz. 5m ve 20 saylar 5'e
belandgenden n de 5'e belandr. n yerine 5n; yazal m. O zaman denklemimiz

5n; +5m =20

olur. 5'leri sadelestirirsek

nn+m=4
denklemine var r z. Bu denklemin her@asma bize orijinal p  roblemin birc@zsm4ne ve-
rir. Her n1 =0; 1; 2; 3; 4 cin birmasim vardr:  m'yi 4 n; almak yeterlidir. Demek ki
1 ve 5 kurwslarla toplam bes farkl btimde 20 kurws elde edebi liriz.
1, 5 ve 10 kurwslarla kac farkl btimde 20 kurws elde ede riz? Bu sefer

n+5m+10p =20

denkleminin dwyal say lardacm®zsm say s n bulmaly z . Eger p = 2 ise, tek bire®@zsm var:
n=m=0ve p=2. er p=0isemaim say s nn 5 oldgunu birenceki alstrma da
gordsk. Eger p=1ise n+2m =10 denkleminie®zmeliyiz. Her m=0; 1; 2; 3; 4; 5 tin
bu denklemin tek bir@zsms var. Demek ki toplamda 1+5+6 =1 2 tane ®asm var.
\100 liray 1, 5, 10, 20 ve 50 liralarla kec farkl btimde b ozdurabiliriz" sorusu benzer
bir btimde cezdlebilir belki ama insan can ndan bezd irecek kadar uzun ssrer. Bu ur
problemleri daha k sa zamanda mzecek baska yentemler va rd r, bkz. [PTW].

@+ b+ c+ d)(x + y+ z) ifadesini a&ctgmzda 4 3 = 12 tane terim toplar z:
(a+ b+ c+d)(x+y+2z)= ax+ ay+ az+ bx+ by+ bz+ cx+ cy+ cz+ dx + dy + dz:
Biraz daha zor bir ernek:

(a+ b+ c+d)(x+y+ z)(u+ v+ w)

ifadesini actgmzda 4 3 3 = 36 tane terim toplar z. Toplanacak terimleri bulmak
tin her parantezden birer terim secip carpmak laz m.

(a+ b)(a+ b) ifadesi a Idg nda 4 terim buluruz: aa; ab; ba; bbAma ab = baoldwgundan,
terim say s 3'e iner. (a+ b)(a+ b)(a+ b) ifadesi &cldgndaence 2 2 2 =8 terim
bulunur ama sonra birbirine esit terimler toparlan nca terim say s 4'e iner.
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Alst rmalar

1.17.
1.18.

1.19.
1.20.

1.21.
1.22.
1.23.
1.24.
1.25.
1.26.
1.27.
1.28.
1.29.
1.30.
1.31.
1.32.
1.33.
1.34.

1.35.

1.36.

1.37.
1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.
1.43.
1.44.
1.45.
1.46.
1.47.

Tum daal say lar teker teker kaskten buyg e yaz n. Sakasaka...

Iki tek say n n toplam n ncift oldigunu gesterin.  Ikicift say n n toplam n ncift olduigunu
gosterin.

Herhangi «c dayal say aras nda toplam cift olan iki  say oldwgunu gesterin.

Eger abcarp m tek say ysa, a ve bnin tek say olmak zorunda oldgunu kan tlay n.
Buradan a? say s tek isea'nn tek olmas gerektgini gesterin. Ayn seyi a° ve a* tin
gesterin. a° say s cift ise a'’n n dacift olmas gerektgini gesterin.

(BN+3) (6N+3) 6N+ 3enermesini gesterin. Esitlik dayru mu?

(BN+4)+(8 N+5) 8N+ 9enermesini gosterin. Esitlik dagru mu?

(8N+4) (8N+5) 8N+ 4enermesini gosterin. Esitlik dagyru mu?

(8BN+4) (8N+4) 16N enermesini gesterin. Esitlik dagru mu?

(ON+14)+ (9 N+7) ON+ k ve k< 9isek ket r? Esitlik dayru olabilir mi?
(ON+4) (ON+15) 9N+ k ve k< 9isek kect r? Esitlik dayru olabilir mi?
(ON+5)+(9 N+5) ON+ k ve k< 9 isek kect r? Esitlik daru olabilir mi?
(ON+5)+(9 N+4) 9N+ k ve k< 9 isek kect r? Esitlik dayru olabilir mi?
(ON+4)+(9 N+5)+(9 N+6) 9N+ k ve k < 9 isek kect r? Esitlik dayru olabilir mi?
(ON+4) (ON+5) (ON+6) ON+ k ve k< 9 isek kect r? Esitlik daru olabilir mi?
(ON+14)+ (9 N+ k) 9N+1ve k< 9isek ke olabilir?

(ON+10) (ON+ k) ON+4 ve k< 9isek ke olabilir?

(BN+3) (6N+ k) 6N +4enermesinin hchir k tin daru olamayacay n kan tlay n.

(BN+3) (BN+ k) 6N+ m vem< 6e@nermesi dgruysa, m'nin alabilecegi degerleri
bulun.

5 ve 6 gibi ya da 123, 124 ve 125 gibi ardarda gelen da@yal splara ards k say  denir.
Iki ards k say nn toplam nn mutlaka bir tek say oldigu nu kantlay n. Bunun ters
istikameti de dagyrudur: Her tek say iki ards k say nn topl amdr; kan tlay n.

Ards k i dagyal say nn toplam nn 3'e belande gene kan tlay n. 0 ds nda 3'e belanen
her dgal say n nic ards k dayal say n n toplam oldu gunu gesterin.

Yukar daki alst rmalar n benzerini 5, 7 ve 9 ards k say nn toplam tin gesterin.

Ards kit say n n toplam 7'ye belandyorsa, bu ¢ wc say dan birinin 7'ye belsndgsand ka-
n tlay n.

12,13 ve 14 say lar n n N+7 N ksmesinde oldwunu gasterin. Buradan hareketle, 11'den
buyek her dgyal say nn 3 N+7N kdmesinde oldwgunu gesterin. 11 saysnn3 7 3 7
say s na esit oldiguna dikkatinizicekeriz.

24, 25, 26, 27 ve 28 say lar n n Bl+7 N kemesinde oldwgunu gesterin. Buradan hareketle,
23'ten buysk her daggal saynn 5 N + 7N kemesinde oldwunu gesterin. 23 saysnn
5 7 5 7 saysna esit oldiguna dikkatinizicekeriz.

1'den baska ortak beleni olmayan herhangi iki dwal s ay secerek yukar dakine benzer
erneklericayalt n. Eyer say lara  a ve b dersek, her seferindeab a bsay s ndan buysk
her dayal say aN + bN kemesinde olacakt r.

4n +5m = 40 denkleminin dayal say larda kac ®@z¢mas vard r?

4n +5m = 3 denkleminin dayal say larda kec ®@z2ems vard r?

4n + 5m = 23 denkleminin dayal say larda kac ®@a¢4ma vard r?

X +4n+5m =23 denkleminin dagal say larda kac ®@z¢ms vard r?

3 +4,4n +5 ve 5n + 3 say lar ndan en az birinincift oldwgunu gesterin.

(a1 + + an)(b + + by ) ifadesini actg m zda (yani parantezleri kaldrdgmzd a)



kec terim toplan r?

1.48. (a1 + + an)(b + + bn)(c + + ¢«) ifadesini actg m zda (yani parantezleri

1.49.

1.50.

1.51.

1.52.

kald rdg m zda) kec terim toplan r?
Para bozdurma Problemleri.
a. 1 ve 5 kuruwslarla kec farkl btimde 12 kurws elde ederiz?
b. 1, 5 ve 10 kuruwslarla kac farkl btimde 30 kurws elde ederiz?
c. 1, 5, 10 ve 25 kuruwslarla kac farkl btimde 1 lira elde ederiz?
c. 1,5, 10, 25, 50 ve 100 kurwslarla kec farkl btimde 5 lira elde e deriz? Bu soruyu
m@zmenin kullansl bir yentemi vard r ama bu asamada b u yentemi ac klamak kolay
deildir. Yant 98.411 c k yor. Benzer bir problem [PTW, say fa 11-15]'te var. Gok cok
b zaman olmayan okura bu soru enerilmez!
ki n ve m dagal say s tin,

n?m=2nm+ n+m
tan mn yapal m. Beylece dayal say lar kimesi wuzerine ? ad n verdgimiz yeni bir 5-
lem tan mlams oluruz. Tanmdan, her n ve m tin n?m = m ? n ssitlgi ¢ k yor,
asnkd tan mda n ile m'yi dggb tokus edersek sonwc deggsmiyor. Her  n, m, p tin

n?(m?p)=(n?m)?p

esitlgini kantlayn. Her n tin n?0 =0 ?n = n esitlgini kantlayn. Her n, m ve p
say s tin

n?(m+p)=n?m+n?p
esitlgi dayru mudur?
Say Ckarma Oyunlar .
a. lki ksi aras nda oynanansu oyunu ele alal m. 1ki ksi rastgele bir dayal say secerler
ve bu say dan baslayarak teker teker ya 1 ya 2¢ kar rlar. Ornegin eger secilen say 23 ise,
birinci oyuncu ya 1c kar p 22 der ya da 2c kar p 21 der. Diyelim b irinci oyuncu 23'ten 2
c kar p 21 dedi. Ikinci oyuncu 21'den ya 1 ya 2c kar r. Oyun beyle devam eder. N egatif
say lara inmek yasak. 0 diyen oyunu kaybediyor. 1, 4, 7, 10, 13 ie baslayan oyunlar
oyuna baslayan oyuncunun kaybettgini kan tlay n. Gene | olarak 3n + 1 t4nenden bir
say yla baslayan oyunlar ilk hamle yapan kaybeder (dger oyuncu iyi oynarsa tabii),
dger oyunlar iyi oynarsa birinci oyuncu kazanr. Bunu kantl ayn. Kazanan oyuncu
oyunu kazanmak tin nas | oynamal d r?
b. Ayn oyun, ama bu sefer 0 diyen kazan yor. Oyun nas | oynanmal ?
c. Bu sefer oyuncular 1, 2 ya da 3c karabilirler. 0 diyen kaybediyo r. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun.
c. Bu sefer oyuncular 1, 2, 3 ya da 4 c karabilirler. 0 diyen kaybedi yor. Bu oyunun
kazanma stratejisini bulun.
d. Bu sefer oyuncular 1, 2 ya da 4c karabilirler. 0 diyen kaybediyo r. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun. (Yukar dakilerden daha zordur.)
e. Bu sefer oyuncular 1, 2 ya da 5c karabilirler. 0 diyen kaybediyo r. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun.
f. Bu sefer oyuncular 1, 3 ya da 4c karabilirler. O diyen kaybediyo r. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun. (Yukar dakilerdencok daha zordur.)
Say Ekleme Oyunlar .
a. ki oyuncu 0'dan baslayarak dgerinin ssyledgi say ya 1 'den 10'a kadar (1 ve 10 dahil)
bir say ekliyor. 100 diyen oyuncu kazan yor. Bu oyunu birinci o yuncunun iyi oynarsa
kazanabilecegini gesterin.
b. Yukar daki oyunda 100 diyen ya da 1004 asan kaybetsin. Han gi oyuncu nas | oynarsa
kazan r?
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c. Bu sefer 23'ten baslayarak iki oyuncu srayla 1'den 6'ya kadar say ekleyebiliyorlar.
100 diyen ya da 1004 ssan oyunu kaybediyor. Hangi oyuncu nas | oynarsa kazan r?

d. 0'dan baslayarak iki oyuncu srayla 1004 assmamas kaydy la istedikleri kadar tek
say ekleyebiliyorlar. 100 diyen ya da 1004 asan oyunu kayb ediyor. Hangi oyuncu nas |
oynarsa kazan r?

ki Kefeli Terazi Sorusu.

a. lki kefeli bir terazimiz ve 1, 2 ve 5 kiloluk aggrlklarmz var. B uc arl kla elbette
1, 2 ve 3 kilolar tartabiliriz ama 4 kiloyu da tartabiliriz, bunun  tin kefelerden birine 5
kiloyu, dgerine 1 kiloyu koymak yeterlidir. Buwc kiloyla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ve 8 kilolar
tartabilecegimizi gesterin. Eger 1, 2 ve 6 kiloluk ggrlk larmz olsayd, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 ve 9 kiloyu tartabilirdik. Demek ki 1, 2 ve 6 kilolar, 1, 2 ve 5 ki lolardan daha iyi,
daha fazla ards k a rl k tartabiliyoruz.

b. Iki kefeli bir terazide sadece «c & rl kla en fazla kec farkl & rl k tartabilirsiniz?

c. Esnafsnz. ki kefeli bir teraziniz var. Belediye yannza sadece « a rlk alabi-
lecaginizi seylayor. (Yukar da 1, 2 ve 5 kiloluk ggrikla r almstk.) Oylec a rl k secin
ki, 1'den beslayarak ardsk en fazla arlg tartabilin.

c. Belediye kasullar esnetti, artk yannza dert ggrlk ala bilirsiniz. 1'den baslayarak
ards k en fazla gy rlg tartmak tin yannza hangi derta grlg almalsn z?

d. Ayn soru ama bes g rl kla.

e. Ayn soru ama n tane g rl kla.

f. Yukar daki soruda buldwgunuz & rl klar yannzaaldgn  z varsayal m. 212.412 kiloyu
(mesela!) bu g rl klar kullanarak nas | tartars n z?

Notlar

1.54.

1.55.

Sk sk \O bir dggal say md r?" sorusu sorulur. Isterseniz dayal say olur, isterseniz
olmaz! Dagal say yla bir deve aras nda bir fark vard r. Deve diye bi r hayvan vardr,
ezaamezle gendndz, kais m za alabiliriz, inceleye biliriz. Ama da@al say ortal kta pek
gennmez! Dayal say kavram n biz insanlar yaratt k. (Deve i biz yaratmad k!) 0" is-
tersek dayal say olarak kabul ederiz, istersek etmeyiz. Bugs n hemen herkes 0' bir dayal
say olarak kabul eder. Ama eskiden eyle degildi, d@yal say lar n 1'den basladg zaman-
lar oldu. Biz, bildginiz gibi 0' bir dagal say olarak kab ul ettik, aanks pasa genlsmaz
eyle istedi!

Daal say lar aksiyomatik olarak (yani her taris dene yden ve tecrsbeden ba ms z, tam
matematiksel, dolay s yla anlams z olarak) ele almay ilk b ssaran ksi Peano'dur. Ama
Peano dayal say lar bizim yaptg m z gibi O'dan degil, 1 'den baslatmstr.

Peano'nun esinlendgi ve yararlandg matematilci, mant k¢ ve lozof Gottlog Frege'nin
(1848-1925) calsmalar da cok enemlidir. Frege, mantg n ve matematgin (ve tabii
ki aritmetgin) sezgilerimizden ar nd riImas gerektgini s avunan ve bu konuda enemli
calsmalara imza atan ilk matematikcidir. Bu amecla 1884 'te Aritmetgin Temelleri adl
eserini ve 1893 ve 1903'te Aritmetgin Temel Yasalar adl eserinin birinci ve ikinci cilt-
lerini yazmst r. Ayn y llarda, matematgin tamamen mant  ga indirgenmesi gerektgini
savunan unls lozof, matematilci ve aktivist Bertrand Russ ell (1872-1970), 1898'de
Geometrinin Temelleri Uzerine Bir Deneme, 1903'te Matematgin lkeleri, 1910 ve 1913
y llar aras nda Whitehead ile birlikte « ciltik  Principia Mathematica adl eserlerini
yazmstr. Bunlara bir de David Hilbert'in 1899'da  Oklid geometrisini matematiksel
ve aksiyomatik olarak ele aldg Geometrinin Temelleri [H] adl kitab eklemek laz m.
Gemsldgs uzere 19'uncu yazy | n sonlaryla 20'nciy  wzy | n baslar matematgin temel-
leri konusunda son derece verimli y llar olmustur.
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NOVA METHODO EXPOS[TA §1. De numeris et de additione.
F3da T
A &
Eazplicaliones.
IOSEPH EEANO Signo N significatur numerus (integer positivis).
» 1 » unilas.
in R. A » afi» sequens a, sive @ plus 1.
— s e AT > = » est aequalis. Hoc ut novum signum conside-

randum est, etsi logicae signi figuram habeat.

Aziomata.

1eN.

aeN.p.a=a.

ab,ceN.p:a=bd.=.b=a.
a,beN.pLa=b.b=c:p.a=c.
a=b.beN:p.aeN.

aeN.n.a+1eN.
abeN.pia=b.=.at+1=b}1.
aeN.p.af1—-=1.

keK. . 1ek . weN.2ek:De.+1ek::n. Nk

I

AUGUSTAE TAURINORUM
Epperunt FRATRES BOCCA Definitiones.

10, 2=444;3=241; 4=341; etc.
Panno, Arithmeticss principia. i

BOMAE ‘FLORENTIAB
Via del Gorso, 216217, Vin Oerretani, 6
1889

montagem feita por manthanos.blogspot.com)

Giuseppe Peano'nun 1889 tarihli Arithmetices principia, nova methodo
exposita adl (Aritmetgin llkeleri, Yeni Bir Yentem) Latince yaz Ims eserinin kapa g .

Daal say lar n bugdnkse matematiksel tan mn yapa n, matematgin cok cesitli dalla-
rnda, mant kta, zikte, bilgisayar biliminde, ekonomide  onemli katk lar olmws olan
John von Neumann'd r (1903-1957). Von Neumann her dayal sayy kendinden kask
dagal say lardan olisan keme olarak tan mlamstr. Dolay syla 0' boskime olarak
tan mlamst r:

0=;:
Dger say lar n von Neumann tan m ssyledir:

= fOg

= f0; 1g
= f0O; 1
fo; 1
= f0; 1;
= f0O; 1

OO WN PR
1

ve genel olarak

n+1= n[f ng:

Von Neumann'n bu tanm \sonsuz say " olarak nitelendirileb ilecek ve bugsn mate-
matikte cok temel olan ordinal ve kardinal gibi dayal say la r genellestiren kavramlar n

matematiksel olarak tan mlanmas n nendne &cmstr. E  ger gelecekte matematilci olur-

san z bu sonsuz say larla da has r nesir olacaks n z. Smdilik sonlu say larla has r nesir

olal m...
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John von Neumann (1903-1957)

1.57. Kwsk say lar n bir anlam vard r beynimizde.  Ornein 5 saniyenin ne kadarl k bir sare
oldgunu asay yukar biliriz; 5 dakikay da, 5 saati de alg layabiliriz ama mesela 2,5
milyar saniyenin ne kadarl k bir sareye tekahdl ettgini (  kac gan ya da kec y | ya da kac
yazy | eder?) hesap kitap yapmadan anlayamay z. Arkadssla r n zla bir tahmin oyunu
oynad ktan sonra geicek sdreyi bulun. Bu dasu demektir: Bay uk say lar asl nda sadece
kalem k& t uzerinde ve seklen ve sadece bilgi olarak vard r, biz insanlar sadece kask

say lar gercekten hissedebiliriz.



O'dan bsysk daal say lara pozitif ad verilir. Demek ki pozitif olmayan
tek dayal say O'dr.

Her dagyal say dan daha beysk bir dayal say vardr. n daal say s ndan
sonraki ilk dayal say n+1'dir. Tabii n+2 daha da baysktsr. En bayek dayal
say yoktur, her dayal say dan daha baysk bir dagal say vardr.

Eger a say s bden kaskse ya da b say s a say s ndan bayukse,

a<b
yazar z. Eger a say s bden kaskse ya da bye esitse, bu

a b
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Smdi r'yi n gmsay s olarak alal m.lstedgimize ulasr z.

Teoremdekir say s nakalan ad verilir. n belunen say d r, m belen say dr.
g say s na da \belam" ya da \sonwc" denebilir.

Demek ki bir daggal say bir m > 0 daal say s na beldndgsende kalan

0L2:::;m 1
say lar ndan biri olur. Bir baska deysle her dagal say
MN; mMN+1; mN+2;::;;mN+(m 1)

kemelerinden birinde olmal . Ayr ca \kalan" biricik oldigundan bu altkame-
ler ikser ikser kessemez. Sonwc olarak, N kdmesi, ikser ikser ayr k olan
yukar daki m tane altkamenin birlesimidir.

Sonk 6.5. m > 0 bir dggal say olsun. Eger r;s 2 f0; 1;:::; m 1g iki
farkl dayal say ysa,
(MN+r)\ (mN+s)=;

olur. Dolay s yla N kemesi ikser ikser ayr k olan
MN; mMN+1; mN+2;::;;mN+(m 1)

altkeamelerinin birlesimidir.





















SN+1 5N+2  5N+3  5N+4

ol o2 *3 o4
6 o7 °8 e9
oll | 12 013 | 014
e 16 017 018 019
















Her birinde p eleman olan siniflar

X’in 7P — n tane elemani var ve her biri p elemani olan ayrik
siuflara ayrilmig. Demek ki p, n? — n’y1 boler.




























































