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•Ons•oz

Okur do�gal say�lara elbette daha •onceki e�gitim y�llar�ndan a�sinad �r. Zaten
•onceki kitapta da hi�c �cekinmeden say�lar� (k•umelere •ornek vermek amac�y-
la) kullanm��st�k. Bu kitapta okurun do�gal say�lar hakk�nda bildikl erini daha
modern bir dille g•ozden ge�cirece�giz. Kullanaca�g�m�z dil daha �cok k•umeler ku-
ram�n�n dili olacak.

An�msatal�m: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 43, 127 gibi say�larado�gal say� denir. Do�gal
say� k•umesinin N simgesiyle g•osterilir:

N = f 0; 1; 2; 3; 4; 5; : : : g:

Do�gal say�lar k•umesi sadece bir k•ume de�gildir, •ust•unde toplam a ve �carpma
ad� verilen iki i�slem vard�r. Ayr�ca do�gal say�larda bir de \s�ralama" vard�r,
mesela 5 say�s� 8'den k•u�c•ukt•ur. Ayr�ca asal say�lar, kareler, k•upler �lan da
vard�r. Yani N k•umesi asl�nda basit bir k•umeden �cok daha zengindir, mate-
matiksel dille s•oylemek gerekirseN \matematiksel bir yap�"d�r. Bu kitapta,
biny�llard�r insan�n merak�n� cezbetmi�s bu ilgin�c matematikse l yap�y� biraz
olsun anlamaya �cal��saca�g�z.

Do�gal say�lar k•umesini kabaca �s•oyle tan�mlamaya �cal��sabiliriz: Do�gal sa-
y�lar k•umesi 0'� i�cerir ve i�cerdi�gi her x •ogesi i�cin x + 1 ad�nda bir ba�ska •oge
daha i�cerir. Yani 0 bir do�gal say�d�r ve her do�gal say�n�n \1 fazlas�" d a bir
do�gal say�d�r. Ama bu iki •ozellik do�gal say�lar k•umesini betimlem eye yetmez,
daha fazlas�n� s•oylemek laz�m, �c•unk•u daha sonraki kitaplarda g•orece�gimiz
tamsay�lar k•umesi de, kesirli say�lar k•umesi de, ger�cel say�lar k•umesi de ve
daha nice say� k•umeleri de bu iki •ozelli�gi sa�glar. Do�gal say�lar k•umesi bu iki
•ozelli�gi sa�glar ama daha fazlas�n� da sa�glar: Do�gal say�lar k•umesi, 0'� i �ceren ve
i�cerdi�gi her x •ogesi i�cin x + 1 ad�nda bir ba�ska •oge daha i�ceren k•umelerin en
k•u�c•u�g•ud•ur , yani bu iki •ozelli�gi sa�glayan t•um k•umelerin altk•umesidir 1.

S�imdi bu tan�m� (ya da tan�m denemesini) tamamen bir yana b�rak�p do�gal
say�lar konusuna sezgisel olarak yakla�sal�m. Bundan b•oyle \5 nedir?"ya da

1Bu tan�m�n eksiksiz olmas� i�cin 0'� ve \her say�n�n bir fazla s�" kavram�n� tan�mlamak
laz�m. K•umeler kuram�na ba�svurarak bu tan�mlar yap�labilir. Konumuz bu olmad��g�ndan bu
konuya hi�c girmiyoruz.



2 Önsöz

\5 ne olmal�d�r?" gibi hem matematiksel hem de felse� anlamda �cok ilgin�c
olabilecek sorular� es ge�cece�giz. Bundan b•oyle herkesin 5'in anlam�n� bildi�gini
varsayaca�g�z.

Bu kitapta s•oz•un•u etmeyece�gimiz do�gal say�lar�n matematiksel i n�sas� i�cin
okur �cok daha ileri seviyede k•umeler kuram� i�ceren ve en temelmatemati�ge
dair olmas�na kar�s�n matematiksel olgunluk gerektiren [N2]'ye ba�svurabilir.

Aralara baya�g� ilgin�c ve zorlay�c� problemler serpi�stirdim. Oku run o prob-
lemler •uzerine zaman ge�cirmesini •oneririm, hemen olmasa da ileride yarar�n�
g•orecektir.

Kolayl�klar dilerim.

Ali Nesin
16 Eyl•ul 2017



1. Toplama ve C� arpma
_I�slemleri

Do�gal say�larla toplama ve �carpma yapabiliriz. Yani iki do�gal say�n�n t oplam�
ve �carp�m� gene birer do�gal say�d�r. Bu, matematikte, \do�gal say�lar k •umesi
toplama ve �carpma i�slemleri alt�nda kapal�d�r " c•umlesiyle ifade edilir. Ama
do�gal say�lar k•umesi �c�karma i�slemi alt�nda kapal� de�gildir, •or ne�gin do�gal sa-
y�lar k•umesinde 7'den 5'i �c�karabiliriz (2 buluruz) ama 5'ten 7'yi �c�karamay�z,
�c•unk•u bulmam�z gereken  2 say�s� bir do�gal say� de�gildir. Oysa herhangi iki
do�gal say�y� toplay�p �carpt��g�m�zda gene bir do�gal say� buluruz.

x ve y do�gal say�lar�n�n toplam�n�n x + y olarak, �carp�m�n�n da x � y olarak
g•osterildi�gini herkes biliyordur, •orne�gin

5 + 7 = 12 ve 5 � 7 = 35

olur. x ve y say�lar�n�n �carp�m� x � y yerine bazenx � y, bazen de daha basit
olarak xy olarak g•osterilir. Tabii x = 13 ve y = 25 ise, bu iki say�n�n �carp�m�
13� 25 ya da 13�25 olarak g•osterilebilir ama kesinlikle 1325 olarak g•osterilmez!
•Ote yandan a ve b say�lar�n�n �carp�m� abolarak g•osterilebilir. Bir kar��s�kl�k s•oz
konusu olmayacaksa, olabilecek en sade yaz�m tercih edilir.

Ama dikkat, �carpma i�sareti olarak kulan�lan � i�saretiyle say�lar� kolay oku-
maya yarayan nokta i�saretini birbirine kar��st�rmamak laz�m; •orne �gin 12.317
\on iki bin •u�c on yedi" say�s�d�r ama 12 � 317, \12 �carp� 317" demektir. Nok-
talardan biri sat�r�n en alt�nda, di�geri ha�f�ce yukar�da.

_Iki do�gal say�n�n toplam�n�n ve �carp�m�n�n gene bir do�gal say� olmas�n �
k•umeler kuram�n�n dilinde �s•oyle ifade ederiz:

N + N � N ve N N � N:

Asl�nda burada e�sitlik vard�r, yani

N + N = N ve N N = N

olur, �c•unk•u ne de olsa her n 2 N i�cin

n = n + 0 2 N + N ve n = n � 1 2 N N

olur.
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S�f�r. Eskiden, eskiden dedi�gim birka�c ony�l •once �lan, baz� matematik�ciler
0'� bir do�gal say� olarak kabul etmiyorlard�. Ya da ayn� matematik�ci bir ma-
kalesinde 0'� do�gal say� olarak kabul ediyor, bir ba�ska makalesinde kabul et-
miyordu. 0'� do�gal say� kabul edip etmemek matemati�gin •oz•uyle ilgil i bir konu
de�gildir, sadece bir anla�sma meselesidir, makalenin ya da kitab�n ba�s�nda 0'�n
do�gal say� kabul edilip edilmedi�gi s•oylenirse hi�cbir sorun ya�sanmaz, yeter ki
neden s•oz edildi�gini bilelim. 0'�n do�gal say� olup olmad��g�na biz i nsanlar karar
veririz. \0 bir do�gal say� m�d�r?" sorusuyla \balina bir bal�k m�d�r ?" sorusu
aras�nda bir fark vard�r, �c•unk•u balina ve bal�k bizim d��s�m�zd a vard�r ve balina
ve bal��g�n herkes taraf�ndan kabul edilmi�s tan�mlar� vard�r. Oysa \s ay�", daha
do�grusu \do�gal say�" kavram�n�n neyi i�cerip i�cermedi�gine biz i nsanlar karar
veririz. Hangi karar i�simize gelirse, hangi karar hayat�m�z� kolayla�st�racaksa o
karar� al�r�z. Matematik�cilerin hemen hepsi bug•un art�k 0'� bir d o�gal say� ola-
rak kabul eder �c•unk•u bu sayede hayat daha kolay oluyor, teoremler daha kolay
ifade ediliyor, matematik daha sade ve daha estetik oluyor. Biz de �co�gunluk
gibi 0'� bir do�gal say� olarak kabul ediyoruz.

Sayma Say�lar�. 0 d��s�ndaki do�gal say�lardan olu�san say� k•umesi S olarak
g•osterilir ve bu say�lara sayma say�lar� denir. Demek ki

S = f 1; 2; 3; 4; : : : g:

S k•umesi de toplama i�slemi alt�nda kapal�d�r, yani iki sayma say�s�n�n top-
lam� yine bir sayma say�s�d�r, bir ba�ska deyi�sle S+ S � S olur, ama bu sefer
e�sitlik ge�cerli de�gildir, �c•unk•u S+ S k•umesinde 1 yoktur, bu k•umenin en k•u�c•uk
say�s� 2'dir.

S+ S = f 2; 3; 4; : : :g = Sn f 1g = N n f 0; 1g

e�sitlikleri bariz olmal�. Benzer �sekilde S+ S+ S k•umesi 3 ve 3'ten b•uy•uk do�gal
say�lar� i�ceren k•umedir:

S+ S+ S = N n f 0; 1; 2g:

S k•umesi �carpma i�slemi alt�nda da kapal�d�r ve bu sefer S S = S e�sitli�gi
ge�cerlidir.

Katlar. E�ger n bir do�gal say�ysa, nN k•umesi n'nin do�gal say� katlar�ndan
olu�sur, yani

nN = f 0; n; 2n; 3n; 4n; : : : g

olur. nN k•umesinin •ogeleri n'ye b•ol•unen do�gal say�lard�r. •Orne�gin, n = 2 ise,

2N = f 0; 2; 4; 6; 8; : : : g

olur, yani 2N �cift do�gal say�lar k•umesidir. E�ger n'yi 3'e e�sit al�rsak,

3N = f 0; 3; 6; 9; 12; : : : g
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olur. 4N k•umesinin ilk birka�c say�s�n� tahmin etmek zor de�gil:

4N = f 0; 4; 8; 12; 16; : : : g:

4N k•umesinin her •ogesi 4'e b•ol•un•ur, dolay�s�yla 4 N k•umesinin her •ogesi 2'ye
de b•ol•un•ur; bundan da

4N � 2N

�c�kar. Bunun gibi,
48N � 16N � 8N � 4N � 2N

olur.
nm say�s� hemnN hem de mN k•umesindedir, yani nm 2 nN \ mN olur.

Tabii 2nm, 3nm gibi say�lar da bu kesi�simdedir, yani nmN � nN \ mN olur,
ama bu kesi�simde nm'nin katlar�ndan daha fazla •oge olabilir, •orne�gin 12 2
4N \ 6N olur, hatta 4N \ 6N = 12N olur, bir ba�ska deyi�sle hem 4 hem de 6'n�n
katlar� olan say�lar tam tam�na 12'nin katlar� olan say�lard�r.

nN k•umesinin •ogelerini belli bir k do�gal say�s�yla toplayabiliriz; elde edilen
k•ume nN + k olarak yaz�l�r. •Orne�gin,

7N + 3 = f 3; 10; 17; 24; : : : g;
7N + 4 = f 4; 11; 18; 25; : : : g;
8N + 1 = f 1; 9; 17; 23; : : : g;
N + 3 = f 3; 4; 5; 6; 7; : : : g:

S�u e�sitlik de ilginizi �cekebilir: 7 N+7 = 7 S ve genel olaraknN+ n = nS. Ayr�ca

7N + 17 � 7N + 10 � 7N + 3

ve
14N + 17 � 14N + 3 � 7N + 3

gibi ili�skiler de vard�r. Bunlar�n do�grulu�gunu kontrol etmeyi oku ra b�rak�yoruz.
Tabii ki 2 N �cift do�gal say�lar, 2 N + 1 de tek do�gal say�lar k•umesidir.
n'nin katlar�yla m'nin katlar�n� toplad��g�m�zda elde edilen k•ume ise

nN + mN

olarak g•osterilir. •Orne�gin

3N + 7N = f 3; 6; 7; 9; 10; 12; 13; 14; 15; 16; : : : g

olur. (Bu t•ur k•umelerin hangi say�lardan olu�stu�gunu bulmak kolay de�gildir,
ama e�ger n ve m'nin 1'den ba�ska ortak b•oleni yoksa, nN + mN k•umesinin
nm  n  m say�s�ndan b•uy•uk t•um do�gal say�lar� i�cerdi�gi biliniyor.)

nN + nN = nN
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e�sitli�gi g•oz•um•uzden ka�cmas�n. Elimiz de�gmi�sken sabit bir n i�cin nN + k t•u-
r•unden k•umelerin toplam� ve �carp�m�yla ilgili birka�c •ornek v erelim.

(5N + 4) + (5 N + 3) = 5 N + 7

olur. Ama mesela (5N + 4) � (5N + 3) k•umesinin tam olarak hangi do�gal
say�lardan olu�stu�gunu bulmak hi�c kolay de�gildir, yine de en az�n dan

(5N + 4) � (5N + 3) � 5N + 12 � 5N + 2

ili�skilerini biliyoruz.
Toplama ve �carpman�n •ozelliklerini ve bu •ozellikleri do�gru uygul amay� oku-

run bildi�gini varsay�yoruz. •Orne�gin

(a + b+ c)(x + y) = ax + bx + cx + ay + by+ cy

olur. Zaten ileride bu •ozellikleri daha genel olarak ger�cel say�lar i�cin g•orece�giz.
Bu paragrafta merkezledi�gimiz e�sitlik da�g�lma •ozelli�ginden, y ani

a(x + y) = ax + ay

•ozde�sli�ginden kaynaklanmaktad�r.

•Ornekler

1.1. Her x do�gal say�s� i�cin x0 = 0x = 0 olur. Bu y•uzden 0 say�s�n�n �carpma i�sleminin yutan
•ogesi denir.

1.2. E�ger iki do�gal say�n�n toplam� 0 ise, her iki do�gal sa y� da 0 olmak zorundad�r. E�ger iki
do�gal say�n�n toplam� 1 ise, bu say�lardan biri 1, di�geri 0 olm ak zorundad�r.

1.3. E�ger iki do�gal say�n�n �carp�m� 0 ise, iki do�gal say�d an en az biri 0 olmak zorundad�r.
(Her ikisi birden de 0 olabilir tabii.) E�ger elli tane do�gal say�n�n �carp�m� 0 ise, bu elli
do�gal say�n�n en az biri 0 olmak zorundad�r. Bir ba�ska deyi�sl e, hi�cbiri 0 olmayan do�gal
say�lar�n �carp�m� 0 olamaz.

1.4. E�ger iki do�gal say�n�n �carp�m� 1 ise, her iki do�gal sa y� da 1 olmak zorundad�r.
1.5. _Iki tek say�n�n �carp�m�n�n her zaman bir tek say� oldu�gunu k an�tlayal�m. Herhangi iki

tek say� alal�m, bunlara x ve y diyelim. x bir tek say� oldu�gundan, bir n do�gal say�s�
i�cin x = 2 n + 1 bi�ciminde yaz�l�r. Ayn� nedenden, bir m do�gal say�s� i�cin y = 2 m + 1
bi�ciminde yaz�l�r. ( m, n'ye e�sit olmak zorunda de�gil tabii.) Demek ki

xy = (2 n + 1)(2 m + 1) = 4 nm + 2 n + 2 m + 1 = 2(2 nm + n + m) + 1

olur. E�ger p = 2 nm + n + m tan�m�n� yaparsak, xy = 2 p + 1 e�sitli�gini g•or•ur•uz. p bir
do�gal say� oldu�gundan, bu e�sitlik xy 'nin bir tek say� oldu�gunu g•osterir.

1.6.  k•umesi 2 ve 2'den b•uy•uk do�gal say�lardan olu�ssun.  k•umesi toplama ve �carpma
alt�nda kapal�d�r.  +  k•umesi 4 ve 4'ten b•uy•uk t•um do�gal say�lar� i�cerir ve sade ce
bunlar� i�cerir, yani

 +  = N n f 0; 1; 2; 3g

olur. •Ote yandan   k•umesinde olmayan �cok do�gal say� vard�r. •Orne�gin 3, 5, 7, 11, 13,
17, 19, 23, 29, 31, 37 do�gal say�lar� bu k•umede de�gildir.   k•umesindeki say�lar 1'den
b•uy•uk en az iki do�gal say�n�n �carp�m� olarak yaz�labilen s ay�lard�r.
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1.7. n ve m do�gal say�lar� i�cin 5 nm + 3 n + 4 m bi�ciminde yaz�lan say�lar� kolayca tan�man�n
yolunu bulmak hi�c kolay de�gil. E�ger m = 0 al�rsak 3'•un katlar�n�n bu bi�cimde yaz�ld��g�n�
g•or•ur•uz. E�ger n = 0 al�rsak 4'•un katlar�n�n da yaz�ld��g�n� g•or•ur•uz. Ama b a�skalar� da
var; i�ste baz�lar�: 34, 47, 62, 73, 85, 86, 118, 125.
13N + 8 k•umesindeki say�lar�n bu bi�cimde yaz�laca�g�n� g•oste rin.
18N + 12 k•umesindeki say�lar�n bu bi�cimde yaz�laca�g�n� g•ost erin.
23N + 16 k•umesindeki say�lar�n bu bi�cimde yaz�laca�g�n� g•ost erin.
Genel olarak, bir m 2 N say�s� i�cin, (5 m + 3) N + 4 m k•umesindeki say�lar bu bi�cimde
yaz�l�rlar.

1.8. (7N + 4) + (7 N + 5) = 7 N + 9 � 7N + 2 olur.
1.9. (7N + 4) � (7N + 5) � 7N + 20 � 7N + 6 olur. (7 N + 4) � (7N + 5) k•umesinin hangi say�lar�

i�cerdi�gini bulmak hi�c de kolay de�gildir.
1.10. (7N + 5) + (7 N + 5) = 7 N + 10 � 7N + 3 olur.
1.11. (7N + 4) + (7 N + 5) + (7 N + 6) = 7 N + 15 � 7N + 1 olur.
1.12. (7N + 4) � (7N + 5) � (7N + 6) = 7 N + 120 � 7N + 1 olur.
1.13. 1 ve 5 kuru�slar� bir araya getirerek ka�c farkl� bi�cimde 20 ku ru�s elde ederiz? E�ger 1 ku-

ru�slar�n say�s�na n, 5 kuru�slar�n say�s�na m dersek, elde edece�gimiz tutar n + 5 m kuru�s
olur. Demek ki

n + 5 m = 20

denkleminin do�gal say�larda ka�c �c•oz•um•u oldu�gunu bul mal�y�z. 5m ve 20 say�lar� 5'e
b•ol•und•u�g•unden n de 5'e b•ol•un•ur. n yerine 5n1 yazal�m. O zaman denklemimiz

5n1 + 5 m = 20

olur. 5'leri sadele�stirirsek
n1 + m = 4

denklemine var�r�z. Bu denklemin her �c•oz•um•u bize orijinal p roblemin bir �c•oz•um•un•u ve-
rir. Her n1 = 0 ; 1; 2; 3; 4 i�cin bir �c•oz•um vard�r: m'yi 4  n1 almak yeterlidir. Demek ki
1 ve 5 kuru�slarla toplam be�s farkl� bi�cimde 20 kuru�s elde edebi liriz.

1.14. 1, 5 ve 10 kuru�slarla ka�c farkl� bi�cimde 20 kuru�s elde ede riz? Bu sefer

n + 5 m + 10p = 20

denkleminin do�gal say�larda �c•oz•um say�s�n� bulmal�y�z . E�ger p = 2 ise, tek bir �c•oz•um var:
n = m = 0 ve p = 2. E�ger p = 0 ise �c•oz•um say�s�n�n 5 oldu�gunu bir •onceki al��st�rma da
g•ord•uk. E�ger p = 1 ise n + 2 m = 10 denklemini �c•ozmeliyiz. Her m = 0 ; 1; 2; 3; 4; 5 i�cin
bu denklemin tek bir �c•oz•um•u var. Demek ki toplamda 1 + 5 + 6 = 1 2 tane �c•oz•um var.

1.15. \100 liray� 1, 5, 10, 20 ve 50 liralarla ka�c farkl� bi�cimde b ozdurabiliriz" sorusu benzer
bir bi�cimde �c•oz•ulebilir belki ama insan� can�ndan bezd irecek kadar uzun s•urer. Bu t•ur
problemleri daha k�sa zamanda �c•ozecek ba�ska y•ontemler va rd�r, bkz. [PTW].

1.16. (a + b+ c + d)(x + y + z) ifadesini a�ct��g�m�zda 4 � 3 = 12 tane terim toplar�z:

(a + b+ c + d)(x + y + z) = ax + ay + az + bx + by + bz+ cx + cy + cz + dx + dy + dz:

Biraz daha zor bir •ornek:

(a + b+ c + d)(x + y + z)(u + v + w)

ifadesini a�ct��g�m�zda 4 � 3 � 3 = 36 tane terim toplar�z. Toplanacak terimleri bulmak
i�cin her parantezden birer terim se�cip �carpmak laz�m.
(a+ b)(a+ b) ifadesi a�c�ld��g�nda 4 terim buluruz: aa; ab; ba; bb. Ama ab = baoldu�gundan,
terim say�s� 3'e iner. (a + b)(a + b)(a + b) ifadesi a�c�ld��g�nda •once 2 � 2 � 2 = 8 terim
bulunur ama sonra birbirine e�sit terimler toparlan�nca terim say �s� 4'e iner.
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Al��st�rmalar

1.17. T•um do�gal say�lar� teker teker k•u�c•ukten b•uy•u�g e yaz�n. S�aka �saka...
1.18. _Iki tek say�n�n toplam�n�n �cift oldu�gunu g•osterin. _Iki �cift say�n�n toplam�n�n �cift oldu�gunu

g•osterin.
1.19. Herhangi •u�c do�gal say� aras�nda toplam� �cift olan iki say� oldu�gunu g•osterin.
1.20. E�ger ab �carp�m� tek say�ysa, a ve b'nin tek say� olmak zorunda oldu�gunu kan�tlay�n.

Buradan a2 say�s� tek ise a'n�n tek olmas� gerekti�gini g•osterin. Ayn� �seyi a3 ve a4 i�cin
g•osterin. a5 say�s� �cift ise a'n�n da �cift olmas� gerekti�gini g•osterin.

1.21. (6N + 3) � (6N + 3) � 6N + 3 •onermesini g•osterin. E�sitlik do�gru mu?
1.22. (8N + 4) + (8 N + 5) � 8N + 9 •onermesini g•osterin. E�sitlik do�gru mu?
1.23. (8N + 4) � (8N + 5) � 8N + 4 •onermesini g•osterin. E�sitlik do�gru mu?
1.24. (8N + 4) � (8N + 4) � 16N •onermesini g•osterin. E�sitlik do�gru mu?
1.25. (9N + 14) + (9 N + 7) � 9N + k ve k < 9 ise k ka�ct�r? E�sitlik do�gru olabilir mi?
1.26. (9N + 4) � (9N + 15) � 9N + k ve k < 9 ise k ka�ct�r? E�sitlik do�gru olabilir mi?
1.27. (9N + 5) + (9 N + 5) � 9N + k ve k < 9 ise k ka�ct�r? E�sitlik do�gru olabilir mi?
1.28. (9N + 5) + (9 N + 4) � 9N + k ve k < 9 ise k ka�ct�r? E�sitlik do�gru olabilir mi?
1.29. (9N + 4) + (9 N + 5) + (9 N + 6) � 9N + k ve k < 9 ise k ka�ct�r? E�sitlik do�gru olabilir mi?
1.30. (9N + 4) � (9N + 5) � (9N + 6) � 9N + k ve k < 9 ise k ka�ct�r? E�sitlik do�gru olabilir mi?
1.31. (9N + 14) + (9 N + k) � 9N + 1 ve k < 9 ise k ka�c olabilir?
1.32. (9N + 10) � (9N + k) � 9N + 4 ve k < 9 ise k ka�c olabilir?
1.33. (6N + 3) � (6N + k) � 6N + 4 •onermesinin hi�cbir k i�cin do�gru olamayaca�g�n� kan�tlay�n.
1.34. (6N + 3) � (6N + k) � 6N + m ve m < 6 •onermesi do�gruysa, m'nin alabilece�gi de�gerleri

bulun.
1.35. 5 ve 6 gibi ya da 123, 124 ve 125 gibi ardarda gelen do�gal say�lara ard��s�k say� denir.

_Iki ard��s�k say�n�n toplam�n�n mutlaka bir tek say� oldu�gu nu kan�tlay�n. Bunun ters
istikameti de do�grudur: Her tek say� iki ard��s�k say�n�n topl am�d�r; kan�tlay�n.

1.36. Ard��s�k •u�c do�gal say�n�n toplam�n�n 3'e b•ol•und• u�g•un•u kan�tlay�n. 0 d��s�nda 3'e b•ol•unen
her do�gal say�n�n •u�c ard��s�k do�gal say�n�n toplam� oldu �gunu g•osterin.

1.37. Yukar�daki al��st�rmalar�n benzerini 5, 7 ve 9 ard��s�k say �n�n toplam� i�cin g•osterin.
1.38. Ard��s�k •u�c say�n�n toplam� 7'ye b•ol•un•uyorsa, bu • u�c say�dan birinin 7'ye b•ol•und•u�g•un•u ka-

n�tlay�n.
1.39. 12, 13 ve 14 say�lar�n�n 3N+7 N k•umesinde oldu�gunu g•osterin. Buradan hareketle, 11'den

b•uy•uk her do�gal say�n�n 3 N+7 N k•umesinde oldu�gunu g•osterin. 11 say�s�n�n 3 � 7 3 7
say�s�na e�sit oldu�guna dikkatinizi �cekeriz.

1.40. 24, 25, 26, 27 ve 28 say�lar�n�n 5N+7 N k•umesinde oldu�gunu g•osterin. Buradan hareketle,
23'ten b•uy•uk her do�gal say�n�n 5 N + 7 N k•umesinde oldu�gunu g•osterin. 23 say�s�n�n
5 � 7  5  7 say�s�na e�sit oldu�guna dikkatinizi �cekeriz.

1.41. 1'den ba�ska ortak b•oleni olmayan herhangi iki do�gal s ay� se�cerek yukar�dakine benzer
•ornekleri �co�galt�n. E�ger say�lara a ve b dersek, her seferindeab a  b say�s�ndan b•uy•uk
her do�gal say� aN + bN k•umesinde olacakt�r.

1.42. 4n + 5 m = 40 denkleminin do�gal say�larda ka�c �c•oz•um•u vard�r?
1.43. 4n + 5 m = 3 denkleminin do�gal say�larda ka�c �c•oz•um•u vard�r?
1.44. 4n + 5 m = 23 denkleminin do�gal say�larda ka�c �c•oz•um•u vard�r?
1.45. 3k + 4 n + 5 m = 23 denkleminin do�gal say�larda ka�c �c•oz•um•u vard�r?
1.46. 3n + 4, 4n + 5 ve 5n + 3 say�lar�ndan en az birinin �cift oldu�gunu g•osterin.
1.47. (a1 + � � � + an )(b1 + � � � + bm ) ifadesini a�ct��g�m�zda (yani parantezleri kald�rd��g�m�zd a)
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ka�c terim toplan�r?
1.48. (a1 + � � � + an )(b1 + � � � + bm )( c1 + � � � + ck ) ifadesini a�ct��g�m�zda (yani parantezleri

kald�rd��g�m�zda) ka�c terim toplan�r?
1.49. Para bozdurma Problemleri.

a. 1 ve 5 kuru�slarla ka�c farkl� bi�cimde 12 kuru�s elde ederiz?
b. 1, 5 ve 10 kuru�slarla ka�c farkl� bi�cimde 30 kuru�s elde ederiz?
c. 1, 5, 10 ve 25 kuru�slarla ka�c farkl� bi�cimde 1 lira elde ederiz?
�c. 1, 5, 10, 25, 50 ve 100 kuru�slarla ka�c farkl� bi�cimde 5 lira elde e deriz? Bu soruyu
�c•ozmenin kullan��sl� bir y•ontemi vard�r ama bu a�samada b u y•ontemi a�c�klamak kolay
de�gildir. Yan�t 98.411 �c�k�yor. Benzer bir problem [PTW, say fa 11-15]'te var. C� ok �cok
bo�s zaman� olmayan okura bu soru •onerilmez!

1.50. _Iki n ve m do�gal say�s� i�cin,
n ? m = 2 nm + n + m

tan�m�n� yapal�m. B•oylece do�gal say�lar k•umesi •uzerine ? ad�n� verdi�gimiz yeni bir i�s-
lem tan�mlam��s oluruz. Tan�mdan, her n ve m i�cin n ? m = m ? n e�sitli�gi �c�k�yor,
�c•unk•u tan�mda n ile m'yi de�gi�s toku�s edersek sonu�c de�gi�smiyor. Her n, m, p i�cin

n ? (m ? p) = ( n ? m) ? p

e�sitli�gini kan�tlay�n. Her n i�cin n ? 0 = 0 ? n = n e�sitli�gini kan�tlay�n. Her n, m ve p
say�s� i�cin

n ? (m + p) = n ? m + n ? p

e�sitli�gi do�gru mudur?
1.51. Say� C� �karma Oyunlar�.

a. _Iki ki�si aras�nda oynanan �su oyunu ele alal�m. _Iki ki�si rastgele bir do�gal say� se�cerler
ve bu say�dan ba�slayarak teker teker ya 1 ya 2 �c�kar�rlar. •Orne�gin e�ger se�cilen say� 23 ise,
birinci oyuncu ya 1 �c�kar�p 22 der ya da 2 �c�kar�p 21 der. Diyelim b irinci oyuncu 23'ten 2
�c�kar�p 21 dedi. _Ikinci oyuncu 21'den ya 1 ya 2 �c�kar�r. Oyun b•oyle devam eder. N egatif
say�lara inmek yasak. 0 diyen oyunu kaybediyor. 1, 4, 7, 10, 13 ile ba�slayan oyunlar�
oyuna ba�slayan oyuncunun kaybetti�gini kan�tlay�n. Gene l olarak 3n + 1 t•ur•unden bir
say�yla ba�slayan oyunlar� ilk hamle yapan kaybeder (di�ger oyuncu iyi oynarsa tabii),
di�ger oyunlar� iyi oynarsa birinci oyuncu kazan�r. Bunu kan�tl ay�n. Kazanan oyuncu
oyunu kazanmak i�cin nas�l oynamal�d�r?
b. Ayn� oyun, ama bu sefer 0 diyen kazan�yor. Oyun nas�l oynanmal� ?
c. Bu sefer oyuncular 1, 2 ya da 3 �c�karabilirler. 0 diyen kaybediyo r. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun.
�c. Bu sefer oyuncular 1, 2, 3 ya da 4 �c�karabilirler. 0 diyen kaybedi yor. Bu oyunun
kazanma stratejisini bulun.
d. Bu sefer oyuncular 1, 2 ya da 4 �c�karabilirler. 0 diyen kaybediyo r. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun. (Yukar�dakilerden daha zordur.)
e. Bu sefer oyuncular 1, 2 ya da 5 �c�karabilirler. 0 diyen kaybediyo r. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun.
f. Bu sefer oyuncular 1, 3 ya da 4 �c�karabilirler. 0 diyen kaybediyo r. Bu oyunun kazanma
stratejisini bulun. (Yukar�dakilerden �cok daha zordur.)

1.52. Say� Ekleme Oyunlar�.
a. _Iki oyuncu 0'dan ba�slayarak di�gerinin s•oyledi�gi say�ya 1 'den 10'a kadar (1 ve 10 dahil)
bir say� ekliyor. 100 diyen oyuncu kazan�yor. Bu oyunu birinci o yuncunun iyi oynarsa
kazanabilece�gini g•osterin.
b. Yukar�daki oyunda 100 diyen ya da 100'•u a�san kaybetsin. Han gi oyuncu nas�l oynarsa
kazan�r?
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c. Bu sefer 23'ten ba�slayarak iki oyuncu s�rayla 1'den 6'ya kadar say� ekleyebiliyorlar.
100 diyen ya da 100'•u a�san oyunu kaybediyor. Hangi oyuncu na s�l oynarsa kazan�r?
d. 0'dan ba�slayarak iki oyuncu s�rayla 100'•u a�smamas� kayd�y la istedikleri kadar tek
say� ekleyebiliyorlar. 100 diyen ya da 100'•u a�san oyunu kayb ediyor. Hangi oyuncu nas�l
oynarsa kazan�r?

1.53. _Iki Kefeli Terazi Sorusu.
a. _Iki kefeli bir terazimiz ve 1, 2 ve 5 kiloluk a�g�rl�klar�m�z var. B u •u�c a�g�rl�kla elbette
1, 2 ve 3 kilolar� tartabiliriz ama 4 kiloyu da tartabiliriz, bunun i�cin kefelerden birine 5
kiloyu, di�gerine 1 kiloyu koymak yeterlidir. Bu •u�c kiloyla 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7 ve 8 kilolar�
tartabilece�gimizi g•osterin. E�ger 1, 2 ve 6 kiloluk a�g�rl�k lar�m�z olsayd�, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 ve 9 kiloyu tartabilirdik. Demek ki 1, 2 ve 6 kilolar, 1, 2 ve 5 ki lolardan daha iyi,
daha fazla ard��s�k a�g�rl�k tartabiliyoruz.
b. _Iki kefeli bir terazide sadece •u�c a�g�rl�kla en fazla ka�c farkl� a�g�rl�k tartabilirsiniz?
c. Esnafs�n�z. _Iki kefeli bir teraziniz var. Belediye yan�n�za sadece •u�c a�g �rl�k alabi-
lece�ginizi s•oyl•uyor. (Yukar�da 1, 2 ve 5 kiloluk a�g�rl�kla r� alm��st�k.) •Oyle •u�c a�g�rl�k se�cin
ki, 1'den ba�slayarak ard��s�k en fazla a�g�rl��g� tartabilin.
�c. Belediye ko�sullar� esnetti, art�k yan�n�za d•ort a�g�rl�k ala bilirsiniz. 1'den ba�slayarak
ard��s�k en fazla a�g�rl��g� tartmak i�cin yan�n�za hangi d•ort a �g�rl��g� almal�s�n�z?
d. Ayn� soru ama be�s a�g�rl�kla.
e. Ayn� soru ama n tane a�g�rl�kla.
f. Yukar�daki soruda buldu�gunuz a�g�rl�klar� yan�n�za ald��g�n �z� varsayal�m. 212.412 kiloyu
(mesela!) bu a�g�rl�klar� kullanarak nas�l tartars�n�z?

Notlar

1.54. S�k s�k \0 bir do�gal say� m�d�r?" sorusu sorulur. _Isterseniz do�gal say� olur, isterseniz
olmaz! Do�gal say�yla bir deve aras�nda bir fark vard�r. Deve diye bi r hayvan vard�r,
g•oz•um•uzle g•or•ur•uz, kar�s�m�za alabiliriz, inceleye biliriz. Ama do�gal say� ortal�kta pek
g•or•unmez! Do�gal say� kavram�n� biz insanlar yaratt�k. (Deve yi biz yaratmad�k!) 0'� is-
tersek do�gal say� olarak kabul ederiz, istersek etmeyiz. Bug•u n hemen herkes 0'� bir do�gal
say� olarak kabul eder. Ama eskiden •oyle de�gildi, do�gal say �lar�n 1'den ba�slad��g� zaman-
lar oldu. Biz, bildi�giniz gibi 0'� bir do�gal say� olarak kab ul ettik, �c•unk•u pa�sa g•onl•um•uz
•oyle istedi!

1.55. Do�gal say�lar� aksiyomatik olarak (yani her t•url•u dene yden ve tecr•ubeden ba�g�ms�z, tam
matematiksel, dolay�s�yla anlams�z olarak) ele almay� ilk b a�saran ki�si Peano'dur. Ama
Peano do�gal say�lar� bizim yapt��g�m�z gibi 0'dan de�gil, 1 'den ba�slatm��st�r.
Peano'nun esinlendi�gi ve yararland��g� matematik�ci, mant �k�c� ve �lozof Gottlog Frege'nin
(1848-1925) �cal��smalar� da �cok •onemlidir. Frege, mant��g �n ve matemati�gin (ve tabii
ki aritmeti�gin) sezgilerimizden ar�nd�r�lmas� gerekti�gini s avunan ve bu konuda •onemli
�cal��smalara imza atan ilk matematik�cidir. Bu ama�cla 1884 'te Aritmeti�gin Temelleri adl�
eserini ve 1893 ve 1903'te Aritmeti�gin Temel Yasalar� adl� ese rinin birinci ve ikinci cilt-
lerini yazm��st�r. Ayn� y�llarda, matemati�gin tamamen mant� �ga indirgenmesi gerekti�gini
savunan •unl•u �lozof, matematik�ci ve aktivist Bertrand Russ ell (1872-1970), 1898'de
Geometrinin Temelleri •Uzerine Bir Deneme, 1903'te Matemati�gin _Ilkeleri, 1910 ve 1913
y�llar� aras�nda Whitehead ile birlikte •u�c ciltlik Principia Mathematica adl� eserlerini
yazm��st�r. Bunlara bir de David Hilbert'in 1899'da •Oklid geometrisini matematiksel
ve aksiyomatik olarak ele ald��g� Geometrinin Temelleri [H] adl� kitab� eklemek laz�m.
G•or•uld•u�g•u •uzere 19'uncu y•uzy�l�n sonlar�yla 20'nci y •uzy�l�n ba�slar� matemati�gin temel-
leri konusunda son derece verimli y�llar olmu�stur.
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Giuseppe Peano'nun 1889 tarihli Arithmetices principia, nova methodo
exposita adl� (Aritmeti�gin _Ilkeleri, Yeni Bir Y•ontem) Latince yaz�lm��s eserinin kapa� g�.

1.56. Do�gal say�lar�n bug•unk•u matematiksel tan�m�n� yapa n, matemati�gin �cok �ce�sitli dalla-
r�nda, mant�kta, �zikte, bilgisayar biliminde, ekonomide • onemli katk�lar� olmu�s olan
John von Neumann'd�r (1903-1957). Von Neumann her do�gal say�y� kendinden k•u�c•uk
do�gal say�lardan olu�san k•ume olarak tan�mlam��st�r. Dolay� s�yla 0'� bo�sk•ume olarak
tan�mlam��st�r:

0 = ; :

Di�ger say�lar�n von Neumann tan�m� �s•oyledir:

1 = f 0g
2 = f 0; 1g
3 = f 0; 1; 2g
4 = f 0; 1; 2; 3g
5 = f 0; 1; 2; 3; 4g
6 = f 0; 1; 2; 3; 4; 5g

ve genel olarak

n + 1 = n [ f ng:

Von Neumann'�n bu tan�m� \sonsuz say�" olarak nitelendirileb ilecek ve bug•un mate-
matikte �cok temel olan ordinal ve kardinal gibi do�gal say�la r� genelle�stiren kavramlar�n
matematiksel olarak tan�mlanmas�n�n •on•un•u a�cm��st�r. E �ger gelecekte matematik�ci olur-
san�z bu sonsuz say�larla da ha�s�r ne�sir olacaks�n�z. S�imdilik sonlu say�larla ha�s�r ne�sir
olal�m...
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John von Neumann (1903-1957)

1.57. K•u�c•uk say�lar�n bir anlam� vard�r beynimizde. •Orne�gin 5 saniyenin ne kadarl�k bir s•ure
oldu�gunu a�sa�g� yukar� biliriz; 5 dakikay� da, 5 saati de alg �layabiliriz ama mesela 2,5
milyar saniyenin ne kadarl�k bir s•ureye tekab•ul etti�gini ( ka�c g•un ya da ka�c y�l ya da ka�c
y•uzy�l eder?) hesap kitap yapmadan anlayamay�z. Arkada�sla r�n�zla bir tahmin oyunu
oynad�ktan sonra ger�cek s•ureyi bulun. Bu da �su demektir: B•uy •uk say�lar asl�nda sadece
kalem kâ�g�t •uzerinde ve �seklen ve sadece bilgi olarak vard� r, biz insanlar sadece k•u�c•uk
say�lar� ger�cekten hissedebiliriz.



2. S�ralama

Toplama ve �carpma i�slemleri d��s�nda do�gal say�larda bir de ilkok uldan beri
bildi�gimiz, hatta ilkokuldan da •once anaokuldan beri bildi�gimiz \k• u�c•ukl•uk-b•u-
y•ukl•uk" ili�skisi vard�r. •Orne�gin 25, 48'den k•u�c•ukt•ur, ya da 48, 25'ten b•uy•ukt•ur.
Bunu

25 � 48; 25 < 48; 48 � 25 ya da 48> 25

olarak g•osteririz. Bu k•u�c•ukl•uk-b•uy•ukl•uk ili�skisine s�ralama denir, daha do�g-
rusu \do�gal say�lar�n s�ralamas�" denir.

0 en k•u�c•uk do�gal say�d�r. 0'dan hemen sonra 1 gelir. 0 ile 1 aras�ndaba�ska
bir do�gal say� yoktur. 0'dan b•uy•uk say�lar pozitif olarak adland�r�l�r. Bili-
neni tekrar etmek olacak ama s•oyleyelim gene de, do�gal say�lar�n s�ralamas�
�s•oyledir:

0 � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � : : :

Resmi de �s•oyle:

0'dan b•uy•uk do�gal say�lara pozitif ad� verilir. Demek ki pozitif olmayan
tek do�gal say� 0'd�r.

Her do�gal say�dan daha b•uy•uk bir do�gal say� vard�r: n do�gal say�s�ndan
sonraki ilk do�gal say� n +1'dir. Tabii n +2 daha da b•uy•ukt•ur. En b•uy•uk do�gal
say� yoktur, her do�gal say�dan daha b•uy•uk bir do�gal say� vard�r.

E�ger a say�s� b'den k•u�c•ukse ya da b say�s� a say�s�ndan b•uy•ukse,

a < b

yazar�z. E�ger a say�s� b'den k•u�c•ukse ya da b'ye e�sitse, bu

a � b
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olarak yaz�l�r. Hem 5 � 7 hem de 5< 7 •onermesi do�grudur. Ama 5 < 5 •oner-
mesi yanl��st�r. •Ote yandan 5 � 5 •onermesi do�grudur. Genel olarak, her x i�cin
x � x olur ama hi�cbir x i�cin x < x olmaz. < ili�skisi do�gal say�larda �s•oyle olur:

0 < 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < : : :

E�ger a � b ise, \b•uy•uke�sit/k•u�c•uke�sit olmak" gibi tabirler uydurup b'nin
a'dan b•uy•uke�sit ya da a'n�n b'den k•u�c•uke�sit oldu�gunu s•oyleyece�giz. Hen•uz
TDK s•ozl•u�g•unde ya da herhangi bir s•ozl•ukte bulamayaca�g�n�z b u uydurma
tabirler ifade g•uc•um•uz•u art�racak.

5'ten k•u�c•uke�sit tam alt� tane do�gal say� vard�r, bunlar da 0 ; 1; 2; 3; 4; 5
say�lar�d�r. 0'dan k•u�c•uke�sit tam bir tane do�gal say� vard�r, o da 0'�n kendi-
sidir. Ama 5'ten k•u�c•uk tam be�s tane do�gal say� vard�r, onlar da 0 ; 1; 2; 3; 4
say�lar�d�r. 0'dan k•u�c•uk tam s�f�r tane do�gal say� vard�r, yani hi� c yoktur.

� ve > simgelerinin anlam�n� biliyorsunuzdur: a � b •onermesi, b � a anla-
m�na gelir. a > b •onermesi deb < a anlam�na gelir. Yani, tan�m gere�gi,

a � b () b � a

ve
a > b () b < a

•onermeleri do�grudur.
E�ger a < b ise elbette a � b olur. Ama bunun ters istikameti her zaman

do�gru de�gildir, yani a � b ise illa a < b olmak zorunda de�gildir, a = b du-
rumu m�z�k�c�l�k �c�kar�r. Ters istikametin do�gru olmas� i�cin b ir de ayr�ca a 6= b
olmal�d�r. Bir ba�ska deyi�sle

a < b () (a � b ve a 6= b)

•onermesi do�grudur. Bunun gibi

a � b () (a < b ya da a = b)

•onermesi do�grudur.
E�ger a � b ve b � c ise, bunu k�saca

a � b � c

olarak yazar�z. Benzer bir g•osterimi < ile de yapaca�g�z.

S�ralama ve Toplama. Do�gal say�lar�n toplama i�slemiyle s�ralama ili�skisi
aras�nda �cok s�k� bir ba�g vard�r. Biri bilinirse, di�geri de bili nir. Anlatal�m: a ve
b iki do�gal say� olsun. E�ger a � b ise, o zaman birx do�gal say�s� i�cin a + x = b
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olur. Bunun tersi de do�grudur: E�ger bir x do�gal say�s� i�cin a + x = b oluyorsa,
o zamana � b olur. Bir ba�ska deyi�sle, a ve b do�gal say�lar� i�cin,

a � b

ifadesiyle
Bir x do�gal say�s� i�cin a + x = b olur

ifadesi e�sde�gerdir, biri do�gruysa di�geri de do�grudur. Matemati kte bunu �s•oyle
yazar�z:

(1) a � b () 9 x a + x = b:

Oradaki 9x ifadesi, \•oyle bir x var ki" olarak okunmal�; yani sa�gdaki ifade
\•oyle bir x var ki a + x = b olur" olarak ya da daha do�gru bir T•urk�ceyle
\ a + x = b e�sitli�gini sa�glayan bir x vard�r" olarak okunmal�.

Yukar�da s•oylediklerimizden, do�gal say�larda, toplaman�n s�ralamay�, s�ra-
laman�n da toplamay� tan�mlad��g� (ya da belirledi�gi �c�kar). Birin in •ozelliklerin-
den di�gerinin •ozellikleri kan�tlanabilir. •Ornek olarak toplaman�n •ozelliklerinden
hareketle \a � b ve b � c ise a � c" •onermesini kan�tlayal�m. Diyelim a � b ve
b � c. O zaman x ve y do�gal say�lar� i�cin

a + x = b ve b+ y = c

olur. Buradan da

a + ( x + y) = ( a + x) + y = b+ y = c

�c�kar. Demek ki a'ya x + y do�gal say�s�n� eklersekc'yi buluyoruz. Buradan da
a � c �c�kar. _Istedi�gimizi kan�tlad�k.

< ili�skisi de toplamadan hareketle tan�mlanabilir: a < b olmas� i�cin a'ya
eklenenx do�gal say�s� 0 olmamal�d�r. Matematik�ce dilinde bu �s•oyle yaz�l�r:

(2) a < b () 9 x (x 6= 0 ^ a + x = b):

Buradaki ^ simgesi \ve" anlam�na gelmektedir1.

_I�slemlerle Uyum. Bu paragrafta toplama ve �carpma i�slemleriyle s�ralaman�n
uyumundan s•oz edece�giz. •Once toplamay� ele alal�m. Herx; y; z do�gal say�s�
i�cin, e�ger x � y ise x + z � y + z olur; yani sabit bir say�yla (burada z ile)
toplama e�sitsizli�gi bozmaz. Ayn� �sey � yerine < simgesi i�cin de do�grudur:
x < y ise x + z < y + z olur. E�sitsizlikler taraf tarafa toplan�r: E�ger x � y ve
z � t ise x + z � y + t olur. Ayr�ca e�ger x < y ve z � t ise x + z < y + t olur.

1Yeri gelmi�sken _ simgesinin de \veya" anlam�na geldi�gini belirtelim. p _ q, ya p ya da
q do�gru demek, ama dikkat her ikisi de do�gru olabilir. Daha fazla m ant�k bilgisi i�cin [N1]'e
bakabilirsiniz.
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S�ralamayla �carpma aras�nda da b•uy•uk •ol�c•ude bir uyum vard�r: x � y ise
her z 2 N i�cin xz � yz olur, yani sabit bir say�yla (burada z ile) �carpma
e�sitsizli�gi bozmaz. Ayn� �sey � yerine < simgesi i�cin de neredeyse do�grudur,
tek istisna z = 0 durumudur: E�ger x < y ise, 0'dan farkl� her z do�gal say�s�
i�cin xz < yz olur.

Al��st�rmalar

2.1. Toplaman�n •ozelliklerinden hareketle ve (1)'i kullana rak toplama i�sleminin s�ralamayla
uyumlu oldu�gunu kan�tlay�n, yani her a; b; c do�gal say�s� i�cin, a � b ise a + c � b + c
oldu�gunu kan�tlay�n.

2.2. Toplaman�n •ozelliklerinden hareketle ve (1)'i kullana rak �carpma i�sleminin s�ralamayla
uyumlu oldu�gunu kan�tlay�n, yani her a; b; cdo�gal say�s� i�cin, a � b iseac � bcoldu�gunu
kan�tlay�n.

2.3. Toplaman�n •ozelliklerinden hareketle ve (1) ve (2)'yi k ullanarak, her a; b; c; d do�gal
say�s� i�cin, a < b ve c � d ise a + c < b + d oldu�gunu kan�tlay�n.

2.4. Toplaman�n •ozelliklerinden hareketle ve (1)'i kullana rak, her a; b; c; d do�gal say�s� i�cin,
a � b ve c � d ise ac � bd oldu�gunu kan�tlay�n.

2.5. Toplaman�n •ozelliklerinden hareketle ve (1)'i kullana rak, her a; b do�gal say�s� i�cin, a � b
ve b � a ise a = b oldu�gunu kan�tlay�n.

2.6. Toplaman�n •ozelliklerinden hareketle ve (1)'i kullana rak, her a do�gal say�s� i�cin, a � a
oldu�gunu kan�tlay�n.

2.7. Toplaman�n •ozelliklerinden hareketle ve (2)'yi kullan arak, a; b; c; d do�gal say�lar� i�cin,
a < b ve c < d ise ac < bd oldu�gunu kan�tlay�n.

2.8. Yukar�dakilerine benzer al��st�rmalar� s�ralaman�n bildi �giniz ba�ska •ozellikleri i�cin yap�n.

•Usts�n�r. E�ger X � N k•umesinin her •ogesi belli bir a say�s�ndan k•u�c•uke�sitse,
bu a say�s�na X 'in •usts�n�r� ad� verilir. Bu durumda X 'in •ustten s�n�rl�
oldu�gunu ve a'n�n X 'i •ustten s�n�rlad��g�n� s•oyleyece�giz. Elbette e�ger a, X 'in bir
•usts�n�r�ysa, a'dan b•uy•uk her say� da X 'in •usts�n�r�d�r. •Orne�gin 5x + 7 < 108
e�sitsizli�gini sa�glayan do�gal say�lar k•umesi 20 ve 20'den b•uy•uk h er do�gal say� ta-
raf�ndan •ustten s�n�rlan�r. Ama 5 x +7 > 108 e�sitsizli�gini sa�glayan do�gal say�lar
k•umesi •ustten s�n�rl� de�gildir, �c•unk•u 21 ve •ust•u her d o�gal say� bu k•umededir.
C� ift do�gal say�lar k•umesi de •ustten s�n�rl� de�gildir.

En B•uy•uk/K•u�c•uk •Oge. Bo�sk•ume olmayan bir do�gal say� k•umesi •ustten s�-
n�rl�ysa o zaman o k•umenin en b•uy•uk bir •ogesi vard�r. •Orne�gin 100'den k•u�c•uk
ve 7'ye b•ol•unen en b•uy•uk do�gal say� 98'dir. E�ger bir X � N k•umesinin en
b•uy•uk •ogesi varsa, bu •ogeyi

maxX

olarak g•osterece�giz. •Ogeye deX 'in maksimal •ogesi ya da en b•uy•uk •ogesi
diyece�giz. •Orne�gin

maxf 1; 7; 8g = 8

olur. Bir ba�ska •ornek: E�ger X , (x  1)(x  3)(x  4) = 0 denkleminin �c•oz•umle-
rinden olu�san k•umesiyse, maxX = 4 olur. Bir •ornek daha: 24 ve 36'y� b•olen
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say�lar k•umesi 36 taraf�ndan •ustten s�n�rl�d�r (25 taraf�ndan da •u stten s�n�rl�-
d�r) ve bu k•ume bo�sk•ume de�gildir, •orne�gin 1 say�s� bu k•um ededir; demek ki bu
k•umenin en b•uy•uk •ogesi vard�r; tahmin edece�giniz gibi bu k•um enin en b•uy•uk
•ogesi (daha sonra ad�na en b•uy•uk ortak b•olen diyece�gimiz) 12'dir. B ir •ornek
daha: 5x + 7 < 108 e�sitsizli�gini sa�glayan do�gal say�lar k•umesinin en b•uy•uk
•ogesi 20'dir.

E�ger X •ustten s�n�rl�ysa, max X , X 'in bir •usts�n�r�d�r ve X 'in •usts�n�rlar�-
n�n en k•u�c•u�g•ud•ur.

E�ger bir X � N k•umesinin en k•u�c•uk •ogesi varsa (ki ileride •uzerine basa
basa s•oyleyece�gimiz •uzere, bo�sk•ume d��s�nda her do�gal say�k•umesinin en k•u�c•uk
•ogesi vard�r), bu •ogeyi

min X

olarak g•osterece�giz ve ad�na X 'in minimal •ogesi ya da en k•u�c•uk •ogesi
diyece�giz. •Orne�gin

minf 1; 7; 8g = 1

olur. E�ger X = f ag ise,
min X = max X = a

olur elbette. Bir ba�ska •ornek: E�ger X , (x + 5)( x  1)(x  3)(x  4) = 0 denkle-
minin do�gal say� �c•oz•umlerinden olu�san k•umesiyse, min X = 1 olur. Bir ba�ska
•ornek daha: 6'ya ve 8'e b•ol•unen pozitif do�gal say�lar k•umesinin en k •u�c•uk •ogesi
24't•ur. (Daha sonra bu say�ya 6 ve 8'in en k•u�c•uk ortak kat� dendi�gi ni g•orece-
�giz.)

Yukar�da parantez i�cinde de�gindi�gimiz gibi X 'in bo�s olmayan her altk•ume-
sinin en k•u�c•uk •ogesi vard�r. Bu konudan biraz ileride daha kapsaml� olarak
bahsedece�giz; bkz. B•ol•um 6.

Bu arada,
minf a; bg + max f a; bg = a + b

ilgin�c e�sitli�gine de dikkatinizi �cekerim, bazen �cok yararl� ol ur.

•Ornekler

2.9. min X = max X e�sitli�ginin sa�glanmas� i�cin yeter ve gerek ko�sul X 'in tek •ogeli bir k•ume
olmas�d�r.

2.10. Be�s basamakl� do�gal say�lar�n hepsi d•ort basamakl� d o�gal say�lar�n hepsinden daha b•u-
y•ukt•ur. Do�gal say�lar •once basamak say�s�na g•ore s�ralan� r, yani basamak say�s� daha az
olan daha k•u�c•ukt•ur. E�ger iki do�gal say�n�n basamak say �s� ayn�ysa, en soldaki basama�ga
bak�l�r. En sol basamaktaki rakam� daha k•u�c•uk olan daha k•u �c•ukt•ur. En soldaki basa-
maktaki rakamlar e�sitse, o basama�g�n hemen sa�g�ndaki raka mlara bak�l�r. Bunlar da
e�sitse bu basama�g�n hemen sa�g�ndaki rakamlara bak�l�r. Fark l� bir basamak buluncaya
kadar bu inceleme s•urd•ur•ul•ur. En sol basamaktan ba�slaya rak, ilk farkl� rakam� k•u�c•uk
olan say� daha k•u�c•ukt•ur. E�ger basamak say�s� ve basmakl ardaki t•um rakamlar e�sitse,
say�lar e�sit demektir. Bunu ilkokul y�llar�n�zdan biliyorsu nuz tabii. Gene de d•uzg•un ifade
edebilmekte yarar var, ki bu da hi�c kolay de�gildir.
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2.11. En k•u�c•uk be�s basamakl� do�gal say� 10.000'dir. En b •uy•uk d•ort basamakl� do�gal say�
9.999'dur.

2.12. En k•u�c•uk be�s basamakl� do�gal say�dan en b•uy•uk • u�c basamakl� do�gal say�y� �c�kar�rsak
9:001 buluruz, �c•unk•u en k•u�c•uk be�s basamakl� do�gal say� 10.000 ve en b•uy•uk •u�c basamakl�
do�gal say� 999'dur, aradaki fark da 10 :000 999 = 9:001 olur.

2.13. En k•u�c•uk d•ort basamakl� do�gal say� 1000'dir. En b•u y•uk d•ort basamakl� do�gal say�
9999'dur. Ama d•ort basamakl� do�gal say�lar�n say�s� 9999  1000 = 8999 de�gil

9999 1000 + 1 = 9000

olur.
2.14. a rastgele bir do�gal say� olsun. Bo�sk•umenin her •ogesi a'dan k•u�c•ukt•ur, �c•unk•u bo�sk•umede

a'dan k•u�c•uk olmayan bir •oge yoktur, �c•unk•u bo�sk•umede hi�c •oge yoktur! Demek ki a
bo�sk•umenin bir •usts�n�r�d�r. Buradan da her do�gal say�n�n bo�sk•umenin bir •usts�n�r�
oldu�gu �c�kar. Dolay�s�yla bo�sk•umenin en k•u�c•uk •usts� n�r� 0'd�r. Ama tabii bo�sk•umenin
en b•uy•uk •ogesi yoktur. Bo�sk•umenin en k•u�c•uk •ogesi de yoktur.

2.15. E�ger X � Y ise ve Y •ustten s�n�rl�ysa, o zaman X de •ustten s�n�rl�d�r elbette.
2.16. X � Y •ustten s�n�rl� ve bo�s olmayan iki do�gal say� k•umesiyse ma x X � max Y olur

�c•unk•u X 'in en b•uy•uk •ogesi Y 'nin de bir •ogesidir, dolay�s�yla X 'in en b•uy•uk •ogesi Y 'nin
en b•uy•uk •ogesinden k•u�c•uke�sittir.

Al��st�rmalar

2.17. x � y ve a � b do�gal say�lar olsun. xa � yb •onermesini kan�tlay�n.
2.18. E�ger X do�gal say� k•umesi •ustten s�n�rl� de�gilse, XY k•umesi hangi Y do�gal say� k•umeleri

i�cin •ustten s�n�rl� olur?
2.19. X � N •ustten s�n�rl� bir k•ume olsun. X 'in en fazla max X  min X + 1 tane •ogesi

oldu�gunu g•osterin.
2.20. X ve Y •ustten s�n�rl� ve bo�s olmayan iki do�gal say� k•umesi olsun . E�ger X � Y ise

max X � max Y oldu�gunu g•osterin.
2.21. X ve Y •ustten s�n�rl� ve bo�s olmayan iki do�gal say� k•umesi olsun . Diyelim X k•umesi

•ustten a taraf�ndan s�n�rl�, Y k•umesi de •ustten b taraf�ndan s�n�rl�. X + Y k•umesinin
a+ b taraf�ndan (mesela) •ustten s�n�rland��g�n� kan�tlay�n. max (X + Y ) = max X +max Y
e�sitli�gini kan�tlay�n.

2.22. X ve Y •ustten s�n�rl� ve bo�s olmayan iki do�gal say� k•umesi olsun . Diyelim X k•umesi
•ustten a taraf�ndan s�n�rl�, Y k•umesi de •ustten b taraf�ndan s�n�rl�. X [ Y k•umesinin
maxf a; bg taraf�ndan •ustten s�n�rland��g�n� kan�tlay�n. max( X [ Y ) = max f max X; max Y g
e�sitli�gini kan�tlay�n.

2.23. X 1 ; : : : ; X n •ustten s�n�rl� ve bo�s olmayan do�gal say� k•umeleri olsun.

max(X 1 [ : : : [ X n ) = max f max X 1 ; : : : ; max X n g

e�sitli�gini kan�tlay�n.
2.24. X ve Y •ustten s�n�rl� ve bo�s olmayan iki do�gal say� k•umesi olsun . max XY = max X max Y

e�sitli�gini kan�tlay�n.
2.25. Tavuk�cu Sorusu. Adam�n biri tavuk�cuya girer, "Bu tavuklar�n yar�s�n� ver, bir de

fazladan bir tavuk ver" der. Tavuk�cu adam�n iste�gini yerine ge tirir. Ard�ndan kad�n�n
biri ayn� tavuk�cuya girer, "Bu tavuklar�n yar�s�n� ver, bir de fazl adan bir tavuk ver"
der. Tavuk�cu kad�n�n iste�gini yerine getirir. Ard�ndan bir gen �c ayn� tavuk�cuya girer,
"Bu tavuklar�n yar�s�n� ver, bir de fazladan bir tavuk ver" der. Tav uk�cu gencin iste�gini
yerine getirir. Ve tavuk�cuda hi�c tavuk kalmaz! Tavuk�cuda ba �slang��cta ka�c tavuk varm��s?



3. Di�ger _I�slemler

3.1 C� �karma ve B•olme

Do�gal say�larda �c�karma ve b•olme i�slemleri her zaman yap�lamaz. C� � karma
i�slemi yapabilmek i�cin tamsay�lara, b•olme i�slemini yapabilmek i�cin kesirli sa-
y�lara ge�cmek zorunday�z. Bunu ilerideki b•ol•umlerde yapaca�g�z. Ama do�gal
say�larda kimi zaman �c�karma ve b•olme i�slemleri yap�labilir. •Orne�gin, 5'ten
12 �c�kmasa da, 12'den 5 �c�kabilir, 6'y� 12'ye b•olemesek de 12'yi 6'ya b•olebiliriz.

Do�gal say�larda �c�karmay� �s•oyle tan�mlayabiliriz: E�ger b + x = a denkle-
minin do�gal say�larda bir �c•oz•um•u varsa, bu �c•oz•um biriciktir ; oldu�gunda, bu
�c•oz•um a  b olarak g•osterilir. •Orne�gin 5 + x = 12 denkleminin bir �c•oz•um•u ol-
du�gu i�cin ve bu �c•oz•um x = 7 oldu�gu i�cin, 12  5 = 7 olur.

Benzer �sekilde do�gal say�larda bazen b•olme yap�labilir. E�ger

bx = a

denkleminin bir �c•oz•um•u varsa, o zaman \ b, a'y� b•oler " denir. E�ger ayr�ca
�c•oz•um biricikse , o zaman o �c•oz•um a=b olarak g•osterilir. •Orne�gin 6x = 18
denkleminin tek bir �c•oz•um•u vard�r ve bu �c•oz•um x = 3't•ur, dolay�s�yla 18 =6
say�s� 3 olarak tan�mlan�r. Ama 18x = 6 denkleminin do�gal say�larda bir
�c•oz•um•u olmad��g� i�cin 6 =18 diye bir say� do�gal say�larda tan�mlanmam��st�r.
0x = 0 denkleminin �c•oz•um•u vard�r, dolay�s�yla 0 say�s� 0'� b•ole r, ama �c•oz•um
biricik olmad��g�ndan (her x say�s� 0x = 0 denkleminin �c•oz•um•ud•ur), 0 =0 diye bir
�sey tan�mlanmam��st�r. b=0 diye bir say� da 0x = b denkleminin hi�c �c•oz•um•u ol-
mad��g�ndan tan�mlanmam��st�r.

0'�n 0'� b•olmesi ama 0=0 diye bir �seyin olmamas� tuhaf gelebilir ama tan�m-
lar bunun b•oyle olmas� gerekti�gini s•oyl•uyor. Genel olarak b=0 ifadesini tan�ms�z
b�rak�yoruz. Bu arada 7=8 ifadesi de �simdilik tan�ms�z (hen•uz kesirli say�lar
konusuna ge�cmedik).

E�ger bx = a denkleminin do�gal say�larda bir �c•oz•um•u varsa, o zaman b'ye
a'nin b•oleni ya da �carpan� ad� verilir. •Orne�gin 48'in b•olenleri 1, 2, 3, 4, 6,
8, 12, 16, 24 ve 48'dir.

1 her do�gal say�y� b•oler �c•unk•u 1 x = b denkleminin tek bir �c•oz•um•u vard�r:
x = b; dolay�s�yla b=1 = b olur.
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Her do�gal say� 0'� b•oler �c•unk•u her a i�cin ax = 0 denkleminin bir �c•oz•u-
m•u vard�r: x = 0 mesela. E�ger a 6= 0 ise bu �c•oz•um biriciktir, dolay�s�yla a 6= 0
ise 0=a = 0 olur.

Her a 6= 0 do�gal say�s� kendini b•oler �c•unk•u ax = a denkleminin tek bir
�c•oz•um•u vard�r: x = 1; dolay�s�yla a=a= 1 olur.

Her a 6= 0 ve b do�gal say�s� i�cin, a, ab say�s�n� b•oler. a'n�n b•old•u�g•u do�gal
say�lar

0; a; 2a; 3a; 4a; : : :

gibi a'n�n katlar�d�r.
Do�gal say�larda bazen yap�labilen �c�karma ve b•olmeye \i�slem" yerine \k�s-

mi i�slem" denir. Okurun bu k�smi i�slemlere a�sina oldu�gunu bildi�gimizden
•ust•unde pek durmuyoruz. •Orne�gin

a  (b c) = ( a  b) + c

gibi e�sitlikleri kan�tlam�yoruz ya da bu ifadenin a b+ c olarak yaz�ld��g�n� s•oy-
lemiyoruz, s•oylesek de okurun bildi�gini varsayarak •ust•unde pek durmuyoruz.

Di�ger kitaplarda b•olme i�slemini �cok daha ayr�nt�l� ve uzun uzad �ya tart�-
�saca�g�m�z i�cin bu konuyu burada kapat�yoruz.

Al��st�rmalar

3.1. a � b iki do�gal say� olsun. a � x � b e�sitsizliklerini sa�glayan ka�c do�gal say� vard�r?
3.2. a � b iki do�gal say� olsun. a < x � b e�sitsizliklerini sa�glayan ka�c do�gal say� vard�r?
3.3. a � b iki do�gal say� olsun. a < x < b e�sitsizliklerini sa�glayan ka�c do�gal say� vard�r?
3.4. 36'n�n b•olenlerini bulun.
3.5. a; b; c •u�c do�gal say� olsun. b 6= 0 ve c 6= 0 olsun. E�ger b, a'y� ve c, a=b'yi b•ol•uyorsa, o

zaman bc'nin a'y� b•old•u�g•un•u ve ( a=b)=c = a=bce�sitli�gini kan�tlay�n.
3.6. 123 tane futbol tak�m� eleme usul•u bir �sampiyonaya kat �l�yor. Tak�mlar iki�ser iki�ser (ku-

rayla diyelim) e�sle�siyorlar. Tabii e�ger tak�m say�s� tekse , tak�mlardan biri e�sle�smez, o
tak�m� ma�c yapmadan tur atlataca�g�z. Bu �sampiyonada �sa mpiyon belirlenene kadar
ka�c ma�c yap�l�r? Ma�c say�s�yla tak�m say�s� aras�nda bir il i�ski g•oz•un•uze �carpt� m�?
S�ampiyonaya kat�lan tak�m say�s� de�gi�sti�ginde ayn� il i�skinin devam etti�gini g•or•un. Bunun
nedenini anlamaya �cal��s�n.

3.2 •Us Almak

Do�gal say�larda toplama ve �carpmadan ba�ska i�slemler de vard�r, •orn e�gin bir
say�n�n karesini alabiliriz, yani bir say�y� kendisiyle �carpabi liriz:

x2 = xx:

•Orne�gin 5 2 = 5 � 5 = 25. Bir say�n�n k•ub•un•u de alabiliriz, yani bir say�y�
kendisiyle •u�c defa �carpabiliriz:

x3 = xxx:
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•Orne�gin 5 3 = 125. E�ger n > 0 bir do�gal say�ysa, bir say�n�n n'inci kuvveti ya
da •uss•u o say�y� kendisiylen defa �carpmak demektir; bu say�

xn

olarak g•osterilir. Yani
xn = x � � � x| {z }

n tane x

:

x1, tan�m gere�gi, x'tir; sonu�c olarak x'i kendisiyle bir (1) defa �carp�yoruz.
05 = 0 ve 15 = 1 gibi e�sitlikler bariz olmal�.
10'un kuvvetleri de •onemlidir ve hayatta s�k s�k kar�s�m�za �c�k ar. •Orne�gin

105 = 100:000

olur, yani 105 say�s� 1'den sonra 5 tane 0 konularak yaz�l�r. 1018 say�s� da
1'den sonra 18 tane 0 konularak yaz�l�r. 103 = 1 :000 (bin) olur. 106 say�s� 1
milyondur. 109 bir milyar ve 1012 bir trilyondur. Bundan sonrakilerinin adlar�n�
ben de bilmiyorum!

S�f�r�nc� Kuvvet. x0 i�cin ayr� bir b•ol•um ay�ral�m, •onemlidir. x0 say�s�n�
x'i kendisiyle 0 defa, yani \hi�c defa" �carpmak olarak tan�mlamak istiyoru z.
x0 say�s� s�f�r tane x'in �carp�m� olarak tan�mlans�n! Genel olarak, bir •ogeyi
kendisiyle s�f�r defa bir i�sleme sokmak, o i�slemin (varsa) etkisiz •ogesi olarak
tan�mlan�r. •Orne�gin hi�c tane say�n�n toplam� (toplaman�n etkisiz •ogesi olan)
0'd�r1; hi�c tane k•umenin bile�simi (bile�sim i�sleminin etkisiz •ogesi olan) ; 'dir;
hi�c tane k•umenin kesi�simi, e�ger varsa, (kesi�sim i�slemini n etkisiz •ogesi olan) ev-
rensel k•umedir; e�ger evrensel k•ume yoksa, hi�c tane k•umenin kesi�simi al�nmaz,
bu durumda hi�c tane k•umenin kesi�simine tan�ms�z denir. Dolay�s�yla hi�c tane
say�n�n �carp�m� da (�carpman�n etkisiz •ogesi olan) 1 olarak tan�mlan�r . Demek
ki tan�m gere�gi 5 0 = 1 olur.

x0 neden 1'e e�sit olarak tan�mlan�r? x0'� 1'e e�sit olarak tan�mlamak i�simize
gelir de ondan. Bu tan�m�n yararlar�n� ileride g•orece�giz �simdilik b irini belirte-
lim: Birazdan kan�tlayaca�g�m�z

xnxm = xn+ m ; (xy)n = xnyn ve (xn )m = xnm

e�sitlikleri her x, y, n ve m do�gal say�lar� i�cin ge�cerlidir, i�clerinden biri ya da
birka�c� 0 bile olsa. •Orne�gin,

23 � 27 = 2 3+7 = 2 10

65 = (2 � 3)5 = 2 5 � 35
 
152

� 4 = 152�4 = 158 = (3 � 5)8 = 3 8 � 58

gibi e�sitlikler ge�cerlidir.
10 kere 5, s�f�r tane 5'i toplamak demek oldu�gundan, 0 � 5 = 0 olmal�! Nitekim •oyledir

de...
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Yukar�daki x0 = 1 tan�m�na bazen bir istisna getirilir. Tan�m�m�za g•ore
00 = 1. Ancak baz� durumlarda 00 gibi bir ifadeyi tan�ms�z b�rakmak daha
do�gru olabilir, �c•unk•u 0 0 = 1 tan�m� baz� form•ulleri ge�cersiz k�lar ve matema-
tiksel ifadeyi zorla�st�r�r. Bu y•uzden baz� matematik kitaplar�n da 00 tan�ms�z
olarak kabul edilir. Genel olarak matematiksel analiz kitaplar�nda 00 tan�ms�z
kabul edilir, cebir kitaplar�nda ise 00 = 1 e�sitli�gi kabul edilir. Kitab�n ba�s�nda
hangi kabul•un yap�ld��g� yaz�l�rsa, hi�cbir sorun ya�sanmaz. Biz bu k itapta hep
00 = 1 e�sitli�gini kabul edece�giz. Bir ba�ska kitapta �kir de�gi�s tirip 0 0 ifadesini
tan�ms�z olarak kabul edebiliriz.

E�ger x � 2 isex'in kuvvetleri �cok h�zl� b•uy•urler, x'in katlar�ndan �cok �cok
daha h�zl�. •Orne�gin 2'nin kuvvetlerini katlar�yla kar�s�la�st�ral�m:

20 = 1 2 � 0 = 0
21 = 2 2 � 1 = 2
22 = 4 2 � 2 = 4
23 = 8 2 � 3 = 6
24 = 16 2 � 4 = 8
25 = 32 2 � 5 = 10
26 = 64 2 � 6 = 12
27 = 128 2 � 7 = 14
28 = 256 2 � 8 = 16
29 = 512 2 � 9 = 18
210 = 1024 2 � 10 = 20
211 = 2048 2 � 11 = 22
212 = 4096 2 � 12 = 24
213 = 8192 2 � 13 = 26
214 = 16384 2 � 14 = 28

Soldakilerin (yani kuvvetlerin) sa�gdakilerden (yani katlardan) daha b•uy•uk
oldu�gunu g•or•uyoruz. Ger�cekten de sadece 2 i�cin de�gil, 2'den b•uy•uke�sit her
x i�cin ve her n do�gal say�s� i�cin

xn � xn

olur. Bu y•uzden �cok b•uy•uk say�lar kuvvetlerle ifade edilir. •Orne�gin bir bi�cimde
ileti�sim kurabildi�gimiz evrende 10 23 dolay�nda y�ld�z ve 1078 ila 1082 aras�nda
atom oldu�gu tahmin ediliyor. Bizim ait oldu�gumuz Samanyolu galaksisinde i se
yakla�s�k 400 milyar, yani 4 � 1011 tane y�ld�z vard�r.

•Us Alman�n Birka�c •Ozelli�gi. Biraz •once

xnxm = xn+ m ; (xy)n = xnym ve (xn )m = xnm

e�sitliklerinden s•oz ettik.
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(xn )m = xnm e�sitli�ginin kan�t� bariz: ( xn )m , xn say�s�n� m defa kendisiyle
�carp�yoruz demek:

(xn )m = xn � � � xn
| {z }
m tane xn

;

ama xn de x'i kendisiyle n defa �carparak elde edilir:

xn = x � � � x| {z }
n tane x

;

bu son ifadeyi bir •oncekinin i�cine sokarsak,

(xn )m = ( x � � � x)
| {z }
n tane x

� � � (x � � � x)
| {z }
n tane x| {z }

m tane xn

elde ederiz; bu da bize tamnm tane x'in �carp�m�n� verir; demek ki

(xn )m = x � � � � � � � � � x| {z }
nm tane x

= xnm :

Verdi�gimiz di�ger xnxm = xn+ m e�sitli�ginin do�grulu�gu benzer �sekilde g•oste-
rilebilir:

xn � xm = ( x � � � x)
| {z }
n tane x

� (x � � � x)
| {z }
m tane x| {z }

n+ m tane x

= x � � � � � � x| {z }
n+ m tane x

= xn+ m :

(xy)n = xnyn e�sitli�gi asl�nda xy = yx e�sitli�ginden kaynaklan�yor, •orne�gin,

(xy)2 = ( xy)(xy) = x(yx)y = x(xy)y = ( xx )(yy) = x2y2:

Do�gal say�lar�n s�ralamas�yla •us alma aras�nda �cok bilinen ve bariz bir ili�ski
vard�r. •Orne�gin x � y isexz � yz olur. Bir ba�ska ili�ski: E�ger y � z isexy � xz

olur; neredeyse, bir istisnas� vard�r! •Orne�gin e�ger x = 0 ; y = 0 ; z = 5 ise,
y � z olur ama xy � xz olmaz, �c•unk•u xz = 0 5 = 0 olur ama xy = 0 0 say�s�n�
bu kitapta 1 olarak tan�mlam��st�k. Bu •onermeyi �s•oyle d•uzeltmek laz�m: E�ger
y � z ise vex ve y'nin her ikisi birden 0'e e�sit de�gilse, o zaman xy � xz olur.

•Us almayla ilgili ba�ska •onemli e�sitlikler de var, •orne�gin

(x + y)2 = x2 + 2xy + y2

(x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + + y2

(x + y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4

Okurun muhtemelen •onceki y�llar�ndan bildi�gi bu e�sitlikler in gerek�celerini ile-
ride verece�giz ama �simdilik ( x + y)2 = x2 + y2 e�sitli�gi geometriyle gerek�celen-
direlim: Bir kenar� x + y olan bir kare �cizelim. Bu karenin alan� ( x + y)2 dir2.

2Okurun, kenarlar� x ve y olan bir dikd•ortgenin alan�n�n xy oldu�gunu bildi�gini varsay�-
yoruz. Asl�nda dikd•ortgenin alan�n�n xy oldu�gu da bir varsay�md�r (yani bir kabuld•ur)
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Bu karenin alan�n� ba�ska t•url•u hesaplayaca�g�z. A�sa�g�daki gibi kar eyi d•orde
b•olelim. Ve hemen hesaplayal�m:

Sol alt d•ortgenin alan� = x2

Sol •ust d•ortgenin alan� = xy

Sa�g alt d•ortgenin alan� = xy

Sa�g •ust d•ortgenin alan� = y2

T•um karenin alan�n� bulmak i�cin bu d•ort alan� toplayal�m.

x2 + 2xy + y2

buluruz. Demek ki (x + y)2 = x2 + 2xy + y2 imi�s. Cebirsel olarak ayn� e�sitlik
�s•oyle hesaplan�r:

(x + y)2 = ( x + y)(x + y) = ( x + y)x + ( x + y)y = xx + yx + xy + yy;

ve buradan xx = x2, xy = yx ve yy = y2 e�sitliklerini kullanarak istedi�gimiz
elde ederiz.

Yukar�da hesaplad��g�m�z

(x + y)2 = xx + yx + xy + yy

e�sitli�ginin benzerini ( x + y)3 i�cin yaparsak,

(x + y)3 = xxx + xxy + xyx + xyy + yxx + yxy + yyx + yyy

buluruz, yani x ve y ile yaz�lm��s 3 uzunlu�gundaki t•um \kelimeleri" (toplam
23 = 8 tane) toplar�z. Tabii toparlarsak,

(x + y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y4

buluruz. Bir sonraki a�samada, (x + y)4 ifadesini a�carsak,

xxxx
xxxy; xxyx; xyxx; yxxx
xxyy; xyxy; xyyx; yxxy; yxyx; yyxx
xyyy; yxyy; yyxy; yyyx
yyyy
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ifadelerini toplamam�z gerekti�gini g•or•ur•uz. Bu ifadeler de ayne n x ve y ile
yaz�lm��s olan 24 = 16 tane kelimedir. xy = yx e�sitli�gini kullanarak toparlarsak

(x + y)4 = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4

buluruz.

(x + y)5 = x5 + 5x4y + 10x3y2 + 10x2y3 + 5xy4 + y5

e�sitli�gini bulmaya okura b�rak�yoruz. 1, 5, 10, 10, 5, 1 katsay�lar�n�n t oplam�n�n
25 = 32 olmas� �sa�s�rt�c� olmayacakt�r diye umuyoruz.

•Ornekler

3.7. 105 say�s� 107 say�s�n�n 100 kat�d�r. 1010 say�s� 10100 say�s�n�n 1090 kat�d�r. 10 10 say�s�n�n
10 kat� 1011 'dir ama 1010 say�s�n�n 10'uncu kuvveti 10100 olur. 1010 say�s�n�n 1010 kat�n�n
ka�c oldu�gunu herhalde bulabilirsiniz. Ya 10 10 say�s�n�n 1010 'uncu kuvveti ka�ct�r?

3.8. Bir otelin sabah kahvalt�s�nda 3 �ce�sit peynir, 5 �ce�s it re�cel, 2 �ce�sit s�cak i�cecek, 5 �ce�sit
so�guk i�cecek, 5 �ce�sit ekmek, 3 �ce�sit de zeytin vard�r. He r bir •ur•un �ce�sidinden tam bir tane
se�cmek zorundaysak, ka�c farkl� kahvalt� sepeti haz�rlayabil iriz? Yan�t 3 � 5� 2� 5� 5� 3 =
2 � 32 � 53 = 2250'dir.

3.9. Bir futbol kul•ub•unde toplam 22 oyuncu vard�r ve her pozi syon i�cin 2 oyuncu vard�r.
(Futbolda sa�g a�c�k, sol bek, kaleci, libero �lan gibi 11 farkl � pozisyon vard�r ve bir futbol
tak�m� 11 ki�siden olu�sur.) Bu futbol kul•ub•u ka�c farkl� tak� m dizilimi sahaya s•urebilir?
Yan�t 2 11 , yani 2048'dir. E�ger her oyuncu her pozisyonda oynayabilirs e yan�t �cok daha
b•uy•uk olur; bu durumda 22 � 21� � � � � 12 = 28:158:588:057:600 farkl� tak�m dizilebilir.
E�ger oyuncular�n pozisyonlar�n� dikkate almazsak, yani tak �m� bir k•ume olarak g•or•ursek
o zaman yan�t ileride g•orece�gimiz •uzere yan�t 705.432 olur.

3.10. Her n do�gal say�s� i�cin 2 n + 2 n = 2 n +1 olur. Nitekim,

2n + 2 n = 2 � 2n = 2 n +1

olur. Bunun gibi 3 n + 3 n + 3 n = 3 n +1 olur. Kan�t� basit:

3n + 3 n + 3 n = 3 � 3n = 3 n +1 :

3.11. f 0 = f 1 = 1 ve her n � 2 do�gal say�s� i�cin

f n = f n  1 + f n  2

tan�mlar�n� yapal�m, yani e�ger n � 2 ise herf n •onceki iki terimin toplam� olsun. B•oylece
bir dizi tan�mlam��s oluruz. Dizinin ilk terimleri �s•oyle:

1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; : : :

G•or•uld•u�g•u gibi, ilk iki terimden sonraki her terim •oncek i iki terimin toplam�. Bu diziye
Fibonacci dizisi denir. Her n i�cin f n � 2n e�sitsizli�gini kan�tlayal�m. n = 0 ve n = 1
i�cin bu e�sitsizliklerin do�gru oldu�gu belli, nitekim

f 0 = 1 � 1 = 2 0 ve f 1 = 1 � 2 = 2 1

olur. S�imdi 2'den b•uy•uk n'lere el atal�m. Diyelim n � 2 i�cin

f n  2 � 2n  2 ve f n  1 � 2n  1
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e�sitsizliklerini bir bi�cimde kan�tlad�k. Bakal�m bu varsa y�mlar alt�nda f n � 2n e�sitsizli�gi
do�gru mu? Tan�mlara d•onerek hesaplayal�m:

f n = f n  1 + f n  2 � 2n  2 + 2 n  1 � 2n  1 + 2 n  1 = 2 n :

Demek ki f n  2 � 2n  2 ve f n  1 � 2n  1 e�sitsizlikleri do�gruysa, f n � 2n e�sitsizli�gi de do�g-
ruymu�s. f 0 � 20 ve f 1 � 21 e�sitsizliklerini daha en ba�s�ndan g•osterdi�gimizden, bu ndan,
f 2 � 22 e�sitsizli�gi �c�kar. S�imdi f 1 � 21 ve f 2 � 22 e�sitsizliklerini biliyoruz; bu iki
e�sitsizlikten f 3 � 23 e�sitsizli�gi �c�kar. S�imdi f 2 � 22 ve f 3 � 23 e�sitsizliklerini biliyoruz;
bu iki e�sitsizlikten f 4 � 24 e�sitsizli�gi �c�kar. B•oylece devam ederek, f n � 2n e�sitsizli�ginin
her n i�cin ge�cerli oldu�gunu anlam��s oluruz.
Bu t•ur kan�tlara matematikte \t•umevar�mla kan�t" denir. _Ileride bu konuya �cok daha
dikkatlice e�gilece�giz. Bunu bir �s�nma hareketi olarak add edin.

3.12. 5 haneli ka�c do�gal say� vard�r? Say�y� abcde olarak rakamlar�yla g•osterelim. a rakam�
i�cin 1'den 9'a kadar 9 se�cene�gimiz var. Ama b, c, d ve e rakamlar�n�n her biri i�cin 0'dan
9'a kadar olmak •uzere 10'ar se�cene�gimiz var. T•um bu se�cen ekler birbirinden ba�g�ms�z,
yani •orne�gin a'y� 5 olarak se�cmek di�ger rakamlar�n se�cimini etkilemiyor. Do lay�s�yla 5
haneli

9 � 10 � 10 � 10 � 10 = 9 � 104 = 90 :000

tane do�gal say� vard�r. Be�s haneli do�gal say�lar 10.000'de n ba�slay�p 99.999'a kadar
gitti�ginden, bunlar�n say�s�n� �s•oyle bir hesapla da bula biliriz:

(99:999 10:000) + 1 = 90 :000:

En sondaki +1'e dikkat, e�ger a � b ise, a ve b dahil, a ile b aras�nda b  a tane de�gil,
b  a + 1 tane say� vard�r.

3.13. 100 haneli 9� 1099 tane do�gal say� vard�r.
3.14. 5 haneli 90.000 do�gal say� oldu�gunu g•ord•uk. Bunlar� n yar�s� �cift, yar�s� tektir. Demek ki

5 haneli 45.000 tane �cift, 45.000 tane de tek say� vard�r.
3.15. 5 haneli 90.000 do�gal say� oldu�gunu g•ord•uk. Her •u� c ard��s�k say�dan sadece biri 3'e

b•ol•un•ur. Demek ki bu 90.000 say�n�n •u�cte biri 3'e b•ol•un• ur. B•oylece 3'e b•ol•unen 5 haneli
do�gal say� say�s� 30.000'dir. Ayn� ak�l y•ur•utmeyle 4'e b• ol•unen 5 haneli do�gal say� say�s�n�n
90:000=4 = 22:500 oldu�gu g•or•un•ur. Ayn� ak�l y•ur•utme 5'e ve 6'ya b•ol• unen 5 haneli do�gal
say� say�s� i�cin de ge�cerlidir, sonu�c s�ras�yla 18.000 ve 15.000 �c�kar. Ama 7'ye b•ol•unen 5
haneli do�gal say� say�s� i�cin biraz farkl� bir ak�l y•ur•utme kullanmak laz�m �c•unk•u 90.000
say�s� 7'ye b•ol•unmez.

3.16. 5 haneli ka�c do�gal say�n�n 7'ye b•ol•und•u�g•un•u h esaplayal�m. 10.000'den b•uy•uke�sit 7'ye
b•ol•unen en k•u�c•uk do�gal say� 10.003't•ur. 99.999'dan k •u�c•uke�sit 7'ye b•ol•unen en b•uy•uk
do�gal say� 99.995'tir. Demek ki

10:003 � 7x � 99:995

e�sitsizliklerini sa�glayan x do�gal say�lar�n�n say�s�n� hesaplamal�y�z. Tara
ar� 7'ye b• olerek

1:429 � x � 14:285

buluruz. Bu x'lerin say�s� da

14:285 1:429 + 1 = 12 :857

dir.
3.17. 5 haneli ama ayn� rakam�n yanyana olmad��g� ka�c do�gal say� vard�r? En soldaki haneye

0 d��s�ndaki 9 rakamdan biri gelebilir. Bunun sa�g�na bu rakam d� �s�ndaki 9 rakamdan
biri gelebilir vs. Bu sefer her rakam�n se�cimi di�ger rakamlarda n ba�g�ms�z de�gil, ama her
haneye gelebilecek rakam say�s� sabit, hep 9. Yan�t 95 'tir.
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3.18. n •ogeli bir k•umenin 2 n tane altk•umesi oldu�gunu [1. Kitap]'ta g•orm•u�st•uk, bir defa daha
g•orelim. E�ger k•ume f 1; 2; : : : ; ng ise, bir altk•ume 1'i i�cerebilir ya da i�cermeyebilir (2
se�cenek), 2'yi i�cerebilir ya da i�cermeyebilir (2 se�cenek ), 3'•u i�cerebilir ya da i�cermeye-
bilir (2 se�cenek)... Her seferinde iki se�cenek var. Bu se�cenekler birbirinden ba�g�ms�z
oldu�gundan toplam 2 n tane altk•ume vard�r.

3.19. Biri mavi di�geri k�rm�z� iki zar atal�m. Toplam 6 2 , yani 36 tane farkl� zar gelebilir �c•un-
k•u mavi zar�n 2, k�rm�z� zar�n 3 gelmesiyle, k�rm�z� zar�n 2, mavi zar�n 3 gelmesini farkl�
olaylar olarak alg�l�yoruz. Ama e�ger zarlar birbirinin t�pat�p ayn�s�ysa 2-3 ile 3-2 aras�nda
bir ayr�m g•ozetemeyiz. E�ger zarlar ayn�ysa olay say�s� 36'd an 21'e d•u�ser. Nitekim zarlar�,
1 � x � y � 6 olmak •uzere, x-y olarak yazarsak, x'in 1'e e�sit oldu�gu 6 olay vard�r: 1-1,
1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, amax'in 2'ye e�sit oldu�gu sadece 5 olay vard�r: 2-2, 2-3, 2-4, 2-5,
2-6. Okur kolayl�kla x'in 3'e e�sit oldu�gu sadece 4 olay oldu�gunu g•orecektir. B•o ylece olay
say�s� 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 21 olur.

3.20. A; B; C; D har
eriyle anlaml� ya da anlams�z ka�c tane 6 har
i kelime yazab iliriz? 6
har�n gelece�gi yerleri soldan sa�ga do�gru birer �cizgiyle (bire r yuvayla) g•osterelim:

Bu yuvalara d•ort har�mizden birini koyaca�g�z. Hepsi A olabilece�gi gibi, hepsi D olabilir.
Har
er herhangi bir dizili�ste olabilir, bir yuvaya konan harf d i�ger yuvalara konan har
eri
etkilemezler. Dolay�s�yla toplam 4 6 tane kelime vard�r.

3.21. Birler, onlar ve binler basama�g�nda 0, 1, 3, 7 ve 8 rakamlar�ndan biri olan 6 basamakl�
ka�c say� vard�r? En sol basamakta 9 rakamdan biri olabilir. Y•uzl er ve onbinler basama�g�
i�cin istedi�gimiz 10 rakamdan birini se�cebiliriz. Geri kalan •u�c basamak i�cin s•oylenen be�s
rakamdan birini se�cmeliyiz. Yan�t 9 � 102 � 53 't•ur.

3.22. Bu •ornekte her n do�gal say�s� i�cin n � 2n e�sitsizli�gini g•ostermek istiyoruz. E�sitsizli�gin
n = 0 i�cin do�gru oldu�gu 0 � 20 e�sitsizli�ginden belli. Diyelim n � 2n e�sitsizli�gini biliyoruz.
(\Biliyoruz" demedim, \diyelim biliyoruz" dedim.) Bakal�m a yn� e�sitsizlik n'den bir
sonraki say� olan n + 1 i�cin do�gru mu?

n + 1 � 2n + 1 � 2n + 2 n = 2 n +1

hesab�ndan n + 1 � 2n +1 e�sitsizli�gi �c�kar. Demek ki n � 2n e�sitsizli�gi do�gruysa, n + 1 �
2n +1 e�sitsizli�gi de do�gru. Yani e�sitsizlik n i�cin do�gruysa n + 1 i�cin de do�gru. E�sitsizli�gin
n = 0 i�cin do�gru oldu�gunu bildi�gimizden, bundan e�sitsizl i�gin t•um n do�gal say�lar� i�cin
do�gru oldu�gu �c�kar.

3.23. Bakal�m 2n+1 � 2n •onermesi hangi n do�gal say�lar� i�cin do�gru. •Onerme n = 0 i�cin do�gru
�c•unk•u her iki tarafta da 1 elde ederiz. Ama ayn� •onerme n = 1 i�cin yanl��s, �c•unk•u sol
tarafta 3, sa�g tarafta 2 elde ederiz. n = 2 i�cin de yanl��s. Ama n = 3 i�cin do�gru, sol
taraf 7'ye, sa�g taraf 8' e�sit olur. •Ornermenin 3 ve 3'ten b•uy•uk her do�gal say� i�cin do�gru
oldu�gunu kan�tlamak istiyoruz. Bu ama�cla, •onerme herhangi bir n � i�cin do�gruysa, ayn�
•onermenin n + 1 i�cin kan�tlayal�m. Yani

2n + 1 � 2n

e�sitsizli�gini varsayarak ,
2(n + 1) + 1 � 2n +1

e�sitsizli�gini kan�tlayal�m. (Ama n'nin en az 3 oldu�gunu varsay�yoruz.) Hesaplar �s•oyle:

2(n + 1) + 1 = 2 n + 3 = (2 n + 1) + 2 � 2n + 2 < 2n + 2 n = 2 � 2n = 2 n +1 :

Demek ki •onerme n i�cin do�gruysa n + 1 i�cin de do�gru. •Onerme n = 3 i�cin do�gru oldu-
�gundan, bundan, •onermenin her n � 3 do�gal say�s� i�cin ge�cerli oldu�gu anla�s�l�r.
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3.24. n2 � 2n •onermesi n = 0 ; 1; 2 i�cin do�grudur ama n = 3 i�cin yanl��st�r. n = 4 i�cin e�sitlik
elde ederiz, dolay�s�yla n2 � 2n e�sitsizli�gi n = 4 i�cin do�grudur. •Onermenin her n � 4
do�gal say�s� i�cin do�gru oldu�gunu kan�tlayal�m. Yukar�da ki y•ontemi kullanaca�g�z, yani
•onerme herhangi bir n � 4 do�gal say�s� i�cin do�gruysa, n + 1 i�cin de do�gru oldu�gunu
kan�tlayaca�g�z. n � 4 olsun ve

n2 � 2n

•onermesinin do�gru oldu�gunu varsayal�m. Amac�m�z

(n + 1) 2 � 2n +1

e�sitsizli�gini kan�tlamak. Hesaplara ba�slayal�m:

(n + 1) 2 = n2 + 2 n + 1 � 2n + (2 n + 1) � 2n + 2 n = 2 n +1 :

( •U�c•unc•u e�sitsizlikte e�ger n � 3 ise bir •onceki •ornekte kan�tlad��g�m�z 2 n + 1 � 2n

e�sitsizli�gini kulland�k.) B•oylece her n � 4 i�cin n2 � 2n olur.
3.25. Belli bir a�samadan sonra hep n3 � 2n oldu�gu yukar�daki y•ontemlere benzer bir y•ontemle

olduk�ca kolay bir bi�cimde kan�tlanabilir. Okurun kan�ta bi r el atmas�n� •oneririz.
3.26. 10 1 say�s� 9'a b•ol•un•ur. 10 2  1 say�s� da 9'a b•ol•un•ur. 10 3  1 say�s� da 9'a b•ol•un•ur.

Her n do�gal say�s� i�cin 10 n  1 say�s�n�n 9'a b•ol•und•u�g•u do�gru mudur?
3.27. 103 +1 say�s�n�n 11'e b•ol•und•u�g•un•u g•osterin. 10 6  1 say�s�n�n 11'e b•ol•und•u�g•un•u g•osterin.

109 + 1 say�s�n�n 11'e b•ol•und•u�g•un•u g•osterin. Bu yap�lanl ar� genelle�stirmeye �cal��s�n.
3.28. A�sa�g�daki e�sitlikleri g•ozlemleyin:

1 = 2 1  1
1 + 2 = 2 2  1
1 + 2 + 2 2 = 2 3  1
1 + 2 + 2 2 + 2 3 = 2 4  1
1 + 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 = 2 5  1

Bu e�sitliklerin bir rastlant� olmad��g�n� tahmin ediyorsunu zdur. Nitekim her n do�gal say�s�
i�cin

1 + 2 + 2 2 + � � � + 2 n = 2 n +1  1

e�sitli�gi ge�cerlidir. Bu e�sitli�gi n = 5 i�cin kan�tlayal�m:

T = 1 + 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5

olsun. T 'yi 2'yle �carpal�m:

2T = 2(1 + 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5) = 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5 + 2 6

elde ederiz. Demek ki

2T = 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5 + 2 6

T = 1 + 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5

e�sitlikleri ge�cerli. Baz� terimler her iki sat�rda da yer al�y or; onlar�n alt�n� �cizelim:

2T = 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5 + 2 6

T = 1 + 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 + 2 5

Alttaki e�sitli�gi •usttekinden �c�kar�rsak alt� �cizili te rimler sadele�sir ve geriye

T = 2 T  T = 2 6  1

kal�r. Ayn� kan�t� 5 yerine genel bir n do�gal say�s� i�cin yapmak i�sten bile de�gildir. Sonu�c:
Her n do�gal say�s� i�cin

1 + 2 + 2 2 + � � � + 2 n = 2 n +1  1

e�sitli�gi ge�cerlidir.
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3.29. (Harvard MIT Matematik Turnuvas� 2004, bkz. [AAZ, sayfa 4] ) Ay�se, B•ulent'e

f 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g

k•umesinden se�cti�gi be�s say�n�n �carp�m�n� B•ulent'e s •oyledi�ginde, B•ulent bu say�lar�n�n
toplam�n�n tek mi �cift mi oldu�gunu bilebiliyor. Ay�se'ni n se�cti�gi say�lar�n �carp�m� ka�ct�r?
Se�cilen be�s say�n�n �carp�m�n� vermek, se�cilmeyen iki say �n�n �carp�m�n� vermeye e�sde�ger-
dir. Bu k•umeden se�cilen (Ay�se'nin se�cmedi�gi) iki say�n �n �carp�m�, farkl� se�cimler i�cin
ayn� olabilir mi? Evet. E�ger

f 3; 4g ya da f 2; 6g

se�cilmi�sse �carp�m 12 olur; bir de

f 1; 6g ya da f 2; 3g

se�cilmi�sse �carp�m 6 olur. Ama ikinci durumda her iki k•umede ki say�lar�n toplam� tek;
demek ki bu durumda B•ulent'in sonucu bulmas�na imkân yok. B •ulent sonucu bula-
bildi�gine g•ore Ay�se ya 3 ve 4'•u ya da 2 ve 6'y� se�cmemi�s ol mal�. Dolay�s�yla Ay�se'nin
se�cti�gi say�lar�n �carp�m�

1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7
12

= 420

olmal�.

Al��st�rmalar

3.30. Hangi say�lar�n tek say�da b•oleni vard�r?
3.31. Her pozitif �cift say�n�n iki tek say�n�n toplam� oldu� gunu kan�tlay�n.
3.32. Tavuk�cuya s�rayla n m•u�steri girer ve her biri "Bu tavuklar�n yar�s�n� ver, bir de fazla dan

bir tavuk ver" der. Tavuk�cu her m•u�sterinin iste�gini yerine g etirir. Ve tavuk�cuda hi�c tavuk
kalmaz! Tavuk�cuda ba�slang��cta ka�c tavuk varm��s?

3.33. Be�s •ogeli bir k•umenin ka�c tane iki •ogeli altk•ume si vard�r? (10 tane! Hepsini teker teker
bulun.)

3.34. Be�s •ogeli f a; b; c; d; eg k•umesinden •u�c •ogeli bir altk•ume, d•ort •ogeli f x; y; z; t g k•ume-
sinden iki •ogeli bir altk•ume ve son olarak •u�c •ogeli f u; v; wg k•umesinden bir •ogeli bir
altk•ume se�cece�giz. ( •U�c k•umenin her birinden birer altk•ume se�cece�giz, sadece birinden
de�gil.) Ka�c farkl� se�cim vard�r?

3.35. Ya be�s •ogeli f a; b; c; d; eg k•umesinden •u�c •ogeli bir altk•ume ya da d•ort •ogeli f x; y; z; t g
k•umesinden iki •ogeli bir altk•ume se�cece�giz. Ka�c farkl� se�cim vard�r?

3.36. Her biri be�s •ogeli on k•umenin her birinden •u�cer •oge li birer altk•ume se�cece�giz. Toplam
ka�c farkl� se�cim vard�r?

3.37. 11'e tam b•ol•unen ka�c tane 5 haneli do�gal say� vard�r?
3.38. T•um rakamlar� birbirinden farkl� ka�c tane 5 haneli do�gal s ay� vard�r?
3.39. _Ilk 1000 do�gal say�n�n ka�c� 17'ye b•ol•un•ur?
3.40. Hangi n do�gal say�lar� i�cin 3 n 2 5N + 4 olur? Hangi n do�gal say�lar� i�cin 3 n 2 4N + 1

olur? Hangi n do�gal say�lar� i�cin 3 n 2 12N + 1 olur?
3.41. Her n do�gal say�s� i�cin 3 n + 1 say�s�n�n �cift oldu�gunu g•osterin.
3.42. Her n ve m do�gal say�s� i�cin 3 n + 5 m say�s�n�n �cift oldu�gunu g•osterin.
3.43. Her k, n ve m do�gal say�s� i�cin 3 k + 5 n + 7 m say�s�n�n tek oldu�gunu g•osterin.
3.44. 6n + 6 � 2n e�sitsizli�ginin n = 0 ; 1; 2; 3; 4; 5 i�cin yanl��s oldu�gunu g•osterin. n = 6 ve

daha b•uy•uk n do�gal say�lar� i�cin sizce e�sitsizlik do�gru mudur?



30 3. Di �ger �Işlemler

3.45. 3n2 +3 n +1 � 2n e�sitsizli�ginin n = 1 ; 2; : : : ; 7 i�cin yanl��s oldu�gunu g•osterin. •Onermenin
n = 8 ve n = 9 i�cin do�gru oldu�gunu g•osterin. Daha b•uy•uk n say�lar� i�cin ne oluyor?

3.46. S(n), n do�gal say�s�n�n onluk taban�nda yaz�l�m�n�n rakamlar�n�n k arelerinin toplam�
olsun. •Orne�gin,

S(347) = 3 2 + 4 2 + 7 2 = 9 + 16 + 49 = 74

olur. S(S(999999999999982)) = 7 e�sitli�gini g•osterin.
3.47. R(n), n do�gal say�s�n�n onluk taban�nda yaz�l�m�n�n rakam say�s� o lsun. R(10n ) ka�ca

e�sittir? R(n) = n e�sitli�gini sa�glayan do�gal say�lar� bulun. R(n) > n e�sitsizli�gini sa�glayan
do�gal say�lar� bulun.

1 = R(R(R(n))) < R (R(n)) < R (n) < n

e�sitsizliklerini sa�glayan bir n do�gal say�s� bulun.
3.48. 107 say�s� 105 say�s�n�n 100 kat�d�r. 10100 say�s� 1010 say�s�n�n 1090 kat�d�r. 10 10 say�s�n�n

10 kat� 1011 'dir ama 1010 say�s�n�n 10'uncu kuvveti 10100 olur. 1010 say�s�n�n 1010 kat�n�n
ka�c oldu�gunu herhalde bulabilirsiniz. Ya 10 10 say�s�n�n 1010 'uncu kuvveti en basit nas�l
yaz�l�r? 1010 say�s�n�n 1010 'uncu kuvvetinin 10 10 'uncu kuvvetini en basit bi�cimde yaz�n.

3.49. n( n n ) ile (nn )n say�lar�ndan hangisi daha b•uy•ukt•ur?
3.50. n3 � 2n e�sitsizli�ginin n = 1 ; 2; : : : ; 9 i�cin yanl��s oldu�gunu g•osterin. •Onermenin n = 10

ve n = 11 i�cin do�gru oldu�gunu g•osterin. Daha b•uy•uk n say�lar� i�cin ne oluyor?
3.51. n4 � 2n e�sitsizli�gi sizce hangi n do�gal say�lar� i�cin do�grudur?
3.52. Her n do�gal say�s� i�cin 3 n  1 do�gal say�s�n�n �cift oldu�gunu kan�tlay�n. Her n do�gal say�s�

i�cin
1 + 3 + 3 2 + � � � + 3 n = (3 n +1  1)=2

e�sitli�gini kan�tlay�n.
3.53. Zar Say�s�.

a. Hepsi farkl� renklerde •u�c zar at�ld��g�nda olas� ka�c olay vard �r?
b. Birbirinden fark� olmayan •u�c zar at�ld��g�nda olay say�s�n�n 56 oldu�gunu g•osterin.
c. Birbirinden fark� olmayan d•ort zar at�ld��g�nda ka�c olay vard�r?

3.54. T•urk�cede 8'i sesli olmak •uzere 29 tane harf vard�r. Bu 29 h ar
e, her sesli harften
sonra sessiz harf, her sessiz harften sonra sesli harf gelecek bi�cimde n har
i ka�c kelime
yaz�labilir? (Not: Kelimeler anlaml� olmak zorunda de�gille r.)

3.55. g0 = 1, g1 = 3 ve g2 = 9 olsun. E�ger n � 3 ise

gn = gn  1 + gn  2 + gn  3

tan�m�n� yapal�m. Dizinin ilk 6 terimini yaz�n. Her n 2 N i�cin gn � 3n e�sitsizli�gini
kan�tlay�n.

3.56. g0 = 0 ve her n 2 N i�cin gn +1 = 2 gn + 1 olsun.
a. f n = gn + 1 olsun. Her n 2 N i�cin f n +1 = 2 f n e�sitli�gini g•osterin.
b. Yukar�da buldu�gunuzdan her n 2 N i�cin f n = 2 n e�sitli�gini �c�kar�n.
c. Her n 2 N i�cin gn = 2 n  1 e�sitli�gini g•osterin.

3.57. g0 = 1 ve her n 2 N i�cin gn +1 = 2 gn + n  1 olsun.
a. g0 ; g1 ; g2 ; g3 ; g4 say�lar�n� bulun.
b. 2n  n ifadesini n = 0 ; 1; 2; 3; 4 i�cin hesaplay�n. Yukar�daki diziyle bir benzerlik
g•ozlemliyor musunuz?
c. f n = gn + n olsun. f 0 = 1 ve f n +1 = 2 f n e�sitli�gini kan�tlay�n. Buradan, her n 2 N
i�cin f n = 2 n e�sitli�gini kan�tlay�n. Buradan da gn = 2 n  n oldu�gu �c�kar.
d. Problemi bir de �s•oyle ele alal�m: hn = gn +1  gn + 1 olsun. hn = 2 hn  1 e�sitli�gini
kan�tlay�n. h0 + � � � + hn toplam�n� hesaplayarak ayn� �c•oz•ume buradan ula�smaya �ca l��s�n.
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Notlar

3.58. Karelerin Toplam�. Her do�gal say� d•ort karenin toplam� olarak yaz�labilir. •Orne�gin,

8 = 2 2 + 2 2 + 0 2 + 0 2

18 = 42 + 1 2 + 1 2 + 0 2

28 = 52 + 1 2 + 1 2 + 1 2

38 = 42 + 3 2 + 3 2 + 2 2

48 = 62 + 2 2 + 2 2 + 2 2

Bunu Frans�z matematik�ci Lagrange 1770 y�l�nda kan�tlam��s t�r ama teoremin do�grulu�gu
M. •O. •u�c•unc•u y•uzy�lda ya�sam��s olan Eski Yunan matemati k�ci Diofant taraf�ndan da
biliniyordu.

3.59. •U�c Karenin Toplam�. Ama her do�gal say� •u�c karenin toplam� olarak yaz�lamaz.
•Orne�gin 7 say�s� •u�c karenin toplam� de�gildir. Yine Frans�z m atematik�ci Legendre 1797-
1798'de 4n (8m + 7) t•ur•unden say�lar�n •u�c karenin toplam� olarak yaz�lama yaca�g�n� ama
di�gerlerin yaz�laca�g�n� kan�tlam��st�r.

3.60. K•uplerin Toplam�. Acaba her do�gal say� belli (yani sabit) say�da k•up•un topl am� olarak
yaz�labilir mi? Deneyelim:

0 = 0 3

1 = 1 3

2 = 1 3 + 1 3

3 = 1 3 + 1 3 + 1 3

4 = 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3

: : :
7 = 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3

8 = 2 3

G•or•uld•u�g•u •uzere en az 7 tane k•up gerekiyor. Acaba her do� gal say� 7 k•up•un toplam�
olarak yaz�labilir mi? 8'in sonuna 1'ler ekleyerek 14'e kadar her say�y� en fazla 7 k•up•un
toplam� olarak yazabiliriz, mesela:

14 = 23 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 :

Ama 15 i�cin 8 tane k•up gerekiyor, daha az� yetmiyor:

15 = 23 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 :

Acaba her do�gal say� 8 tane k•up•un toplam� olarak yaz�labil ir mi? Nitekim 16 i�cin sadece
iki k•up yetiyor:

16 = 23 + 2 3 :

Bu e�sitli�ge 1'ler ekleyerek 22'ye kadar her say�y� 8 tane k•up•un toplam� olarak yazabiliriz,
•orne�gin:

22 = 23 + 2 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 :

Peki ya 23? Ne yaz�k ki 23 i�cin 8 tane k•up yetmiyor, illa dokuz uncusu gerekiyor:

23 = 23 + 2 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 :

Acaba her do�gal say� 9 tane k•up•un toplam� olarak yaz�labil ir mi? 24 i�cin sadece •u�c k•up
yetiyor:

24 = 23 + 2 3 + 2 3 :

Bundan sonra 29'a kadar 1'ler ekleyerek gidebiliriz:

29 = 23 + 2 3 + 2 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 + 1 3 :
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30'un yard�m�na 3 3 = 27 yeti�siyor:

30 = 33 + 1 3 + 1 3 + 1 3 :

Okur denemelere devam edebilir ama biz burada duraca�g�z. Her do�gal say�n�n en fazla
9 tane k•up•un toplam� olarak yaz�labilece�gi 20'nci y•uzy� l�n ba�slar�nda kan�tlanm��st�r.
Ama daha fazlas� bilinmektedir: 9 tane k•up gerektiren sadece ik i say� vard�r: 23 ve 239.
Di�ger t•um say�lar en fazla 8 tane k•up•un toplam� olarak yaz�l abilir. 8 tane k•up gerektiren
say�lar bilinmektedir: 15, 22, 50, 114, 167, 175, 186, 212, 231, 238, 303, 364, 420, 428
ve 454. Di�ger t•um say�lar en fazla 7 tane k•up•un toplam� olara k yaz�labilir. Ancak tam
7 tane k•up gerektiren say�lar�n say�s�n�n sonlu olup olmad��g � bilinmemektedir. Bug•une
kadar 7 k•up gerektiren bilinen en b•uy•uk say� 8042'dir. Bir sa n�ya g•ore 7:373:170:279:850
say�s� d•ort k•up•un toplam� olarak yaz�lamayan en b•uy•uk sa y�d�r, yani bu say�dan b•uy•uk
t•um say�lar�n d•ort k•up•un toplam� olarak yaz�ld��g� san�l� yor; bu sadece bir san�, kan�t�
bilinmiyor.

3.61. D•ord•unc•u Kuvvetlerin Toplam�. Her say� en fazla 19 tane d•ord•unc•u kuvvetin top-
lam� olarak yaz�labilece�gi kan�tlanm��st�r. Waring problemi olarak bilinen genel problem,
verilmi�s her n > 1 do�gal say�s� i�cin, her do�gal say�n�n en fazla m tane n'inci kuvvetin
toplam� olarak yaz�laca�g� bir m say�s�n�n olup olmayaca�g� problemidir. Yukar�daki not-
larda da s•oyledi�gimiz •uzere, n = 2 ise m = 4 oluyor, n = 3 ise m = 9 oluyor ve biraz
•once s•oyledi�gimiz •uzere n = 4 ise m = 19 oluyor. •Unl•u matematik�ci David Hibert bu
problemi 1909 y�l�nda olumlu olarak kan�tlam��st�r.

3.62. Fermat'n�n Son Teoremi. Y�l 1637 san�l�yor. Veban�n ve sava�s�n Avrupa'y� kas�p
kavurdu�gu y�llar. Yer Toulouse, Fransa'n�n g•uneyinde, _Ispanya s�n�r�na yak�n bir kent.
Frans�z hukuk adam�, ayn� zamanda amat•or matematik�ci, ama amat•or olmas�na kar�s�n
�ca�g�n�n en b•uy•uk matematik�cisi Pierre de Fermat 3 (1601-1665), okumakta oldu�gu Di-
ofantos'un4 Aritmetik adl� yap�t�n�n sayfa kenar�na Latince, \Hanc marginis exiguit as
non caperet," diye not d•u�ser, yani \sayfa kenar�nda kan�t i�ci n yeterince yer yok." Fer-
mat'n�n s•oz•un•u etti�gi �su teoremin kan�t�:

Fermat'n�n Son Teoremi. E�ger n, 2'den b•uy•uk bir do�gal say�ysa , xn + yn = zn

denkleminin pozitif do�gal say�larda �c•oz•um•u yoktur .

•Orne�gin teorem, x79 + y79 = z79 denklemini hi�cbir ( x; y; z ) pozitif do�gal say� •u�cl•us•u sa�g-
lamaz, yani bu denklemin pozitif do�gal say�larda �c•oz•um• u yoktur.
Bu teoremi Fermat ger�cekten kan�tlam��s m�d�r? Bilinmiyor. B•u y•uk bir olas�l�kla hi�cbir
zaman da bilinemeyecek. D•unyan�n en b•uy•uk beyinleri •u�c y•uz y�l� a�sk�n bir s•uredir
teoremi kan�tlamaya �cal��st�lar 5 .
Bu �cal��smalar sonucu modern cebir do�gdu. Teoremi kan�tlam ak i�cin geli�stirilen y•ontem-
ler ve bulunan kavramlar salt matematikte de�gil, ba�ska dal larda da uygulama alan�
buldular.
Haziran 1993'te teoremin kan�tland��g� duyuruldu. Andrew Wile s adl� bir matematik�ci
kan�tlad�. Ama Fermat'n�n Son Teoremi'nin kan�tland��g� ilk kez duyurulmuyordu. Daha
•once bir�cok •unl•u matematik�ci teoremi kan�tlad��g�n� sa nd�ysa da sonradan kan�tlar�n
yanl��s oldu�gu anla�s�ld�. Bu matematik�cilerden en •unl• uleri ge�cen y•uzy�lda ya�sam��s olan
Cauchy (1789-1857), Lam�e (1795-1870) ve Kummer'dir (1810-1893). Nitekim birka�c
ay sonra bu kan�tta da yanl��s oldu�gu anla�s�ld�, ama bu kez k an�ta �cok daha fazla

3 \Pier d•o Ferma" okunur.
4Diofantos, M. •O. 3'•unc•u y•uzy�lda ya�sam��s Yunanl� bir matematik�cid ir.
5Asl�nda kan�tlanmam��s bir •onermeye teorem denmez, \san�" d enir. Ama Fermat'n�n •oner-

mesine \Fermat'n�n Son Teoremi" ad�n� vermek matematik�cileri n bir al��skanl��g�d�r.
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yakla�s�lm��st�. Yakla�s�k bir y�l s•uren bir �cal��sma son ucunda, Kas�m 1994'te Wiles kan�t�n�
•o�grencisi Richard Taylor'�n yard�m�yla d•uzeltti. Art�k teore min do�gru oldu�gu biliniyor.

C� ek Cumhuriyeti'nin Andrew Wiles'�n Fermat'n�n Teoremi'ni
kan�tlamas� dolay�s�yla �c�kard��g� pul

Fermat'n�n Teoremi ola�gan•ust•u bir •une sahipti. Her �seyd en •once •onerme �cok kolay
anla�s�l�yordu, bir ilkokul •o�grencisinin anlayabilece�g i seviyede bir soruydu. Dolay�s�yla bu
teoremle salt profesyonel matematik�ciler u�gra�smad�. Amat• or ya da profesyonel olsun,
bir tek matematik�ci yoktur ki ya�sam�n�n bir d•oneminde te oremi kan�tlamaya �cal��sm��s
olmas�n. S�u an, teoremin �cok daha basit bir kan�t�n� bulmay a �cal��san amat•or matema-
tik�ciler oldu�gundan eminim.
Fermat'n�n teoreminin herhangi bir uygulamas�n�n oldu�gunu s anm�yorum. Ama teoremi
kan�tlamak i�cin geli�stirilen y•ontemler, bulunan kavramla r ve kan�tlanan di�ger sonu�clar�n
m•uthi�s yarar� olmu�stur. Fermat'n�n teoremi, matematik�cile r i�cin bir nevi s�navd�. Belki
hi�cbir uygulamas� olmayacak bu soru sayesinde matematikte ve •ozellikle cebirde ola�ga-
n•ust•u at�l�mlar yap�lm��st�r.

3.3 Faktoriyel

E�ger n bir do�gal say�ysa, \ n faktoriyel" olarak okunan n! ifadesi �s•oyle tan�m-
lan�r:

n! = 1 � 2 � � � � � n:

Yani n! say�s� ilk n pozitif do�gal say�n�n �carp�m�na e�sittir. •Ornek:

1! = 1 = 1
2! = 1 � 2 = 2
3! = 1 � 2 � 3 = 6
4! = 1 � 2 � 3 � 4 = 24
5! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 = 120
6! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 = 720
7! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 = 5:040
8! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 = 40:320
9! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 � 9 = 362:880

10! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 � 9 � 10 = 3:628:800

Basamak say�s� bu a�samadan sonra her seferinde en az 1 artar, 100! ve son-
ras�nda da en az 2 hane, 1000! ve sonras�nda en az 3 hane artar. Yani faktori-
yellerle k�sa zamanda devasa say�lara ula�s�l�r.
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n! say�s� ilk n pozitif say�n�n �carp�m�na e�sit oldu�gundan, 0! say�s� ilk 0
pozitif do�gal say�n�n �carp�m�d�r, yani hi�c tane do�gal say�n�n �carp �m�d�r; daha
•once hi�c tane say�n�n �carp�m�n� 1 olarak tan�mlam��st�k (bkz. say fa 21). Demek
ki tan�m gere�gi

0! = 1

olur. Elbette her n do�gal say�s� i�cin,

(n + 1)! = ( n + 1) � n!

e�sitli�gi ge�cerlidir. 0! = 1 tan�m� sayesinde bu e�sitlik n = 0 i�cin de do�grudur.
(G•or•uld•u�g•u •uzere hi�c tane say�n�n �carp�m�n� 1 olarak tan�m lamak �cok i�simize
yar�yor. E�ger 0! diye bir say� tan�mlamak gerekirse, bu say�y� 1 olarak ta-
n�mlamak gerekir, en do�gal se�cim bu. _Ileride bu tan�m�n ba�ska yararlar�n�
da g•orece�giz. Ama e�ger 0! ifadesinin tan�m� bizi zorda b�raksayd�, hayat�m�z�
zorla�st�rsayd�, o zaman bu ifadeyi tan�ms�z b�rak�rd�k.)

Faktoriyellerin �cok �cabuk b•uy•ud•u�g•un•u g•ormek i�cin (zate n �cabuk b•uy•ud•u-
�g•un•u bildi�gimiz) 2'nin kuvvetleriyle faktoriyelleri kar�s �la�st�ral�m:

20 = 1 0! = 1
21 = 2 1! = 1
22 = 4 2! = 2
23 = 8 3! = 6
24 = 16 4! = 24
25 = 32 5! = 120
26 = 64 6! = 720
27 = 128 7! = 5:040
28 = 256 8! = 40:320
29 = 512 9! = 362:880
210 = 1024 10! = 3:628:800

G•or•uld•u�g•u •uzere n = 4 ; 5; 6; : : : ; 10 isen! say�lar� 2n say�lar�ndan daha b•uy•uk
(daha •once de�gil) ve giderek de b•uy•ukl•ukleri astronomik olarak art �yor. 4 ve
sonras�nda hep •oyle devam eder: E�gern � 4 ise

2n � n!

olur. Bu e�sitsizli�gi de ileride kan�tlayaca�g�z. Benzer bir e�s itsizlik belli bir n'den
sonra 2 yerine 3 i�cin de ge�cerlidir, yani belli bir n say�s�ndan sonra hep 3n � n!
olur. Hatta her k do�gal say�s� i�cin, e�ger n yeterince b•uy•ukse hep kn � n! olur.
H•ulasa, n! say�lar� devasa say�lard�r.

n! say�s�n�n do�gal bir yorumu vard�r: Diyelim n ki�siyi numaraland�r�lm��s
n koltu�ga her koltu�ga bir ki�si gelecek bi�cimde oturtaca�g�z. Bunu k a�c farkl�
bi�cimde yapabiliriz? Birinci koltu�ga n ki�siden birini oturtabiliriz. Yani birinci
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koltuk i�cin n se�cene�gimiz var. Birinci koltu�ga n ki�siden birini oturttuktan
sonra, ikinci koltu�ga oturtabilece�gimiz n  1 ki�si kal�r. _Ikinci koltu�ga da ki�siyi
oturttu�gumuzda •u�c•unc•u koltu�ga oturtabilece�gimiz ki�si sa y�s� n  2'ye d•u�ser.
Her sonraki koltukta se�cenekler 1 eksilir. _Ilk koltuk i�cin n se�cene�gimiz vard�,
ikinci koltuk i�cin n  1, •u�c•unc•u koltuk i�cin n  2. Bu b•oylece devam eder, en
son koltu�ga da oturtabilece�gimiz tek bir ki�si kal�r. B•oylece n koltu�ga n ki�siyi

n � (n  1) � (n  2) � � � � � 3 � 2 � 1 = n!

farkl� bi�cimde oturtabiliriz. •Orne�gin n = 3 ise ve ki�silere A, B ve C adlar�n�
verirsek, oturtmalar� (!) �su �sekilde yapabiliriz:

ABC
ACB
BAC
BCA
CAB
CBA

Toplam 6 tane var, yani 3! tane.
Bir ba�ska •ornek: n = 4 ise ve ki�silere A, B , C ve D adlar�n� verirsek, insan

oturtmalar�n� �su �sekilde yapabiliriz:

ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB
ADCB BDCA CDBA DCBA

Sayarsan�z toplam 24 tane oturtma bi�cimi oldu�gunu g•oreceksiniz, yani 4! tane.
Bu arada yukar�daki listelerin rastgele olmad��g�n�, belli bir d•uze nle, s•ozl•uk
s�ras�yla, yani alfabetik s�rayla yaz�ld��g�n� g•oreceksiniz. (Soldaki s•utundan ba�s-
layarak yukar�dan a�sa�g�ya do�gru okuyun.)

ABCDE kelimesinin har
erini de 5! = 120 farkl� bi�cimde karabiliriz. 120
tane kelimeyi ABCDE 'den EDCBA 'ya kadar alfabetik s�rayla teker teker
yazmak zor olabilir ama meselaCBDEA kelimesinden •once ve sonra gelen
kelimeleri bulabilmeniz laz�m. Bu aradaCB ile ba�slayan 3! tane,C ile ba�slayan
4! tane kelime oldu�guna da dikkatinizi �cekerim.

A�sa�g�daki •ornekler ve al��st�rmalar •onemlidir. Bir sonraki b•ol•u m•u daha iyi
anlaman�z� sa�glayacakt�r.
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•Ornekler

3.63. Elimizde A, B ve C har
eri var ve bu har
erin her birini tam bir defa kullanarak (T•urk-
�cede ya da ba�ska bir dilde anlam� olmas� gerekmez) •u�c har
i ka�c s•ozc•uk •uretebiliriz?
Bu soruyu yan�tlamak i�cin s•ozc•ukleri -alfabe s�ras�na g•ore- s�ralayal�m:

ABC , ACB , BCA , BAC , CAB , CBA:

Demek 6 s•ozc•uk •uretebilirmi�siz.
Bu problemi �s•oyle d•u�s•unelim. Soldan sa�ga do�gru •u�c ye rimiz olsun.

   

Bu •u�c yere •u�c har� teker teker yerle�stirece�giz. Birinci yer i�cin •u�c se�cene�gimiz var, birinci
yere gelecek harf se�cildikten sonra ikinci yere gelecek iki harf kal�r, ikinci yere gelecek
harf de se�cildikten sonra •u�c•unc•u yere geri kalan tek harf gel mek zorundad�r. Yani ilk
harf i�cin 3, sonraki i�cin 2 ve en sonuncu harf i�cin 1 se�cenek k al�r. Bu se�cenekleri bir
\a�ga�c" •ust•unde g•osterebiliriz:

E�ger ilk har�miz A ise, ikinci harf i�cin iki se�cene�gimiz var: B ve C. Dolay�s�yla A
buda�g�ndan B ve C dallar�n� salland�r�yoruz. Bu son dallar�n her birinden sonra bire r
dal daha �c�kacakt�r. •Orne�gin soldan birinci dal olan AB dal�n�n sonuna C gelecektir.
Her •u�c dal i�cin bunu yapt��g�m�zdan, bu 3 har
e toplam

3 � 2 � 1 = 3!

tane iki de�gi�sik har
i s•ozc•uk yazabilece�gimizi g•or•u r•uz.
3.64. A; B; C; D har
erinin her birini kullanarak 4! tane d•ort har
ik (anlaml� ya d a anlams�z)

kelime yazabiliriz. T•um kelimeleri metinde yazm��st�k zate n, bir daha yazal�m:

ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB
ADCB BDCA CDBA DCBA

Bu problemi �s•oyle d•u�s•unelim. Soldan sa�ga do�gru d•ort ye rimiz olsun.

    

Bu d•ort yere d•ort har� yerle�stirece�giz. Birinci yer i�cin d•ort s e�cene�gimiz var, birinci yere
gelecek harf se�cildikten sonra ikinci yere gelecek •u�c harf ka l�r, ikinci yere gelecek harf
de se�cildikten sonra •u�c•unc•u yere geri kalan iki harften biri g elmek zorunda, en sonuncu
harf ilk •u�c harften geri kalan harftir. Yani ilk harf i�cin 4, sonraki i�cin 3, daha sonraki
i�cin 2 ve en sonuncu harf i�cin 1 se�cenek kal�r. Dilersek bu se�c enekleri bir •onceki •ornekte
oldu�gu gibi bir \a�ga�c" •ust•unde g•osterebiliriz. A�ga�c b u sefer, •once 4, sonra 3, sonra 2 ve
en nihayetinde 1 kez dallanacak.
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3.65. A har�ni iki defa kullanarak ama B ve C har
erini birer defa kullanarak d•ort har
i ka�c
kelime yazabiliriz? Bu soruyu �c•ozmek i�cin kullanaca�g�m� z iki A har�ni ayr��st�ral�m, bi-
rine A1 , di�gerine A2 diyelim. Art�k A1 ve A2 'yi ayr� har
er olarak addediyoruz, biri ince
A, di�geri kal�n A olarak alg�lanabilir. Bu A1 ; A2 ; B; C har
eriyle 4! tane kelime yaza-
bilece�gimizi bir •onceki •ornekte g•ord•uk. Ama bu kelimele rde asl�nda ayn� olmas� gereken
A1 ve A2 har
eri yer al�yor. E�ger A1 ile A2 aras�ndaki fark� kald�r�rsak, kelime say�m�z
azal�r. •Orne�gin CA 1BA 2 ve CA 2BA 1 kelimeleri CABA kelimesine d•on•u�s•ur. Kelimelerin
yar�s�nda A1 har� A2 'den •once gelir, di�ger yar�s�nda A2 har� A1 'den •once gelir, yani
A1 ve A2 kullanarak t•uretilmi�s her iki kelime, A'lar aras�ndaki fark kald�r�ld��g�nda ayn�
kelimeye d•on•u�s•ur. Demek ki sorumuzun cevab�n� bulmak i�ci n 4! say�s�n� 2'ye b•olmeliyiz.
Yan�t 12'dir.

3.66. A, B ve C har
erinin her birini en az bir defa kullanarak d•ort har
i ka�c keli me yazabi-
liriz? Har
erden birini iki defa kullanmal�y�z. A'y� iki defa kullanarak 12 farkl� kelime
kullanaca�g�m�z� g•ord•uk. Ayn� �sey tabii B 'yi ya da C'yi iki defa kullan�rsak da ge�cerli.
Demek ki yan�t 3 � 12 = 36 imi�s.

3.67. A har�ni •u�c defa kullanarak ama B ve C har
erini birer defa kullanarak be�s har
i
ka�c kelime yazabiliriz? Bu soruyu �c•ozmek i�cin kullanaca� g�m�z •u�c A har�ni ayr��st�ral�m,
art�k •u�c tane A har� yerine, sadece birer defa kullanabilece�gimiz A1 , A2 , A3 har
eri
olsun. A1 , A2 , A3 , B ve C har
erini birer defa kullanarak tam 5! tane be�s har
ik kelime
yazabilece�gimizi •onceki al��st�rmalardan biliyoruz. Bu 5! farkl� kelimede A1 , A2 ve A3

har
eri tam 3! farkl� bi�cimde s�ralanm��st�r: Soldan sa�ga do�gru har
eri okudu�gumuzda
•once A1 , sonra A2 , ve en sondaA3 gelebilir; ya da •once A2 , sonra A3 , sonra A1 gelebilir;
bunun gibi A i har
eri tam 3! farkl� s�ralamada gelebilir. A 'lar�n alt�ndaki 1, 2 ve 3
g•osterge�clerini kald�rd��g�m�zda, yani �ce�sitli A 'lar aras�nda art�k fark g•ozetmedi�gimizde,
kelime say�s� 5!'den 5!=3! = 5 � 4 = 20'ye d•u�ser. Yan�t 20'dir.

3.68. A har�ni •u�c defa kullanarak ve B har�ni d•ort defa kullanarak 7 har
i ka�c kelime yaza-
biliriz? Bu soruyu �c•ozmek i�cin kullanaca�g�m�z •u�c A har�ni ayr��st�ral�m, art�k •u�c tane A
har� yerine, sadece birer defa kullanabilece�gimiz A1 , A2 , A3 har
eri olsun. Ayn� �seyi B
har� i�cin de yapal�m. A1 , A2 , A3 , B1 , B2 , B3 , B4 har
erini birer defa kullanarak tam
7! tane be�s har
ik kelime yazabilece�gimizi •onceki al��st �rmalardan biliyoruz. Bu 7! farkl�
kelimede A1 , A2 ve A3 har
eri tam 3! farkl� bi�cimde s�ralanm��st�r: Soldan sa�ga do�gru
har
eri okudu�gumuzda •once A1 , sonra A2 , ve en sondaA3 gelebilir; ya da •once A2 , sonra
A3 , sonra A1 gelebilir; bunun gibi A i 'ler tam 3! tane farkl� s�ralamada gelebilir. Ayn�
�sey B1 , B2 , B3 , B4 har
eri i�cin de ge�cerli; bunlar da 4! farkl� bi�cimde bir kelime de be-
lirebilirler. A 'lar�n alt�ndaki 1, 2 ve 3 g•osterge�clerini kald�rd��g�m�zda, yani �ce�sitli A 'lar
aras�nda art�k fark g•ozetmedi�gimizde, ayn� �seyi B 'ler i�cin yapt��g�m�zda kelime say�s�
7!'den

7!
3! 4!

say�s�na d•u�ser.
3.69. A har�ni •u�c defa kullanarak, B har�ni d•ort defa kullanarak, C har�ni de be�s defa

kullanarak 12 har
i ka�c kelime yazabiliriz? •U�c tane A yerine A1 ; A 2 ; A 3 koyal�m. B ve
C har
eri i�cin de benzer �seyi yapal�m. B•oylece toplam 12 farkl� har�miz olur. Bu 12
farkl� har
e tam 12! tane 12 har
i kelime yazabiliriz. Ayr��st�r�la n A, B ve C har
erini
tekrar birer harf olarak sayarsak, kelime say�m�z

12!
3! 4! 5!

say�s�na d•u�ser. Hesap yaparsak 27:720 buluruz.
3.70. A, B ve C har
erinin her birini en az bir defa kullanarak be�s har
i ka�c keli me yazabiliriz?

Ya iki harf iki�ser defa ya da bir harf •u�c defa kullan�lmal�.
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A ve B 'yi iki�ser defa kullan�rsak
5!

2! 2!
= 30

kelime yazabiliriz. Ayn� �seyi B ve C ile ya da A ve C ile de yapabiliriz. Demek ki iki
har� iki�ser defa kullanarak

3 �
5!

2! 2!
= 3 � 30 = 90

kelime yazabiliriz.
Ya bir har� •u�c defa kullanarak ka�c kelime yazabiliriz? Yukar�d aki gibi d•u�s•un•ursek bir
har� •u�c defa kullanarak

3 �
5!
3!

= 3 � 20 = 60

kelime yazabilece�gimizi g•or•ur•uz. Demek ki yan�t 90 + 60 = 150'dir.
Bu kelimeleri alfabetik s�raya sokabilmek •onemlidir. Liste �s •oyle ba�slar: AAABC, AA-
ACB, AABAC, AABCA, AACAB, AACBA. Son kelime CCCBA'd�r. ACABA kelime-
sinin ka�c�nc� s�rada oldu�gu ilgin�c bir soru.

Al��st�rmalar

3.71. Bug•une kadar yakla�s�k ka�c faktoriyel saniye ya�sad� �g�n�z� bulun.
3.72. AABCD kelimesinin t•um har
erini kullanarak yaz�lan 5! =2 = 60 kelimeyi alfabetik

s�rada yaz�n.
3.73. AAACB kelimesinin t•um har
erini kullanarak yaz�lan 5! =2 = 60 kelimeyi alfabetik

s�rada yazarsak ACABA kelimesi ka�c�nc� s�rada olur?
3.74. 7! say�s� 2'nin en fazla ka�c�nc� kuvvetine b•ol•un•ur?
3.75. 10! say�s� 2'nin en fazla ka�c�nc� kuvvetine b•ol•un•u r? 10! say�s� 3'•un en fazla ka�c�nc� kuv-

vetine b•ol•un•ur? 10! say�s� 6'n�n en fazla ka�c�nc� kuvveti ne b•ol•un•ur?
3.76. 100! say�s� 2'nin en fazla ka�c�nc� kuvvetine b•ol•un•ur? 100! say�s� 4'•un en fazla ka�c�nc�

kuvvetine b•ol•un•ur? 100! say�s� 3'•un en fazla ka�c�nc� kuv vetine b•ol•un•ur? 100! say�s� 6'n�n
en fazla ka�c�nc� kuvvetine b•ol•un•ur?

3.77. a0 = 1 ve her n � 1 do�gal say�s� i�cin an = nan  1 olsun. a100 ka�ct�r?
3.78. A; B; C; D; E har
eriyle 6 har
i ka�c kelime yazabiliriz? (Her harf kullan�lma k zorunda

de�gil.)
3.79. Alt� farkl� har�n alt�s�n� da birer defa kullanarak alt� har
i ka�c kelime yaz�l�r?
3.80. A har�ni d•ort defa, B , C ve D har
erini birer defa kullanarak 7 har
i ka�c kelime yaz�l�r?
3.81. A har�ni d•ort defa, B , C ve D har
erini •u�cer defa kullanarak 13 har
i ka�c kelime yaz�l�r?
3.82. A, B , C ve D har
erinin her birini en az bir defa kullanarak be�s har
i ka�c keli me yaz�l�r?
3.83. A, B , C ve D har
erinin her birini en az bir defa kullanarak alt� har
i ka�c keli me yaz�l�r?
3.84. A, B ve C har
erinin her birini en az bir defa kullanarak alt� har
i ka�c keli me yaz�l�r?
3.85. AAABB kelimesinin t•um har
erini kullanarak 5 har
i ka�c k elime yaz�l�r?
3.86. AAABBCC kelimesinin t•um har
erini kullanarak 7 har
i ka� c kelime yaz�l�r?
3.87. AAAABBBBCCCDD har
erinin hepsini kullanarak ka�c kelime yazabiliriz?
3.88. ABRAKADABRA kelimesinin t•um har
erini kullanarak 11 ha r
i ka�c kelime yaz�l�r?
3.89. 22 ki�silik bir s�n�ftan 11 ki�silik bir futbol tak�m�, 6 ki�silik bir voleybol tak�m� ve 5

ki�silik bir basketbol tak�m� �c�karmak istiyoruz, ama ayn� • o�grenci iki farkl� tak�mda ola-
maz. Bunu ka�c farkl� bi�cimde yapabiliriz? ( _Ipucu: •O�grencileri soldan sa�ga do�gru s�raya
dizin. Elinizde 11 tane F har�, 6 tane V har� ve 5 tane B har� olsun. Bu harf-
leri yapacaklar� spora g•ore •o�grencilere da�g�tacaks�n�z. •O�grenciler s�raya dizildi�ginden,
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•o�grencilere da�g�taca�g�n�z har
er 11 tane F 'si, 6 tane V 'si ve 5 tane B 'si olan bir kelime
olu�sturacakt�r. Soru, bu har
erle ka�c kelime yaz�labilece�gi sorusudur.)

3.90. 30 ki�silik bir s�n�ftan 11 ki�silik bir futbol tak�m�, 6 ki�silik bir voleybol tak�m� ve 5 ki�silik
bir basketbol tak�m� �c�karmak istiyoruz, ama ayn� •o�grenci i ki farkl� tak�mda olamaz.
Bunu ka�c farkl� bi�cimde yapabiliriz? ( _Ipucu: Bir •onceki soru gibi, ama hi�cbir tak�ma
girmeyenler misket oynas�nlar! Har
ere 8 tane M eklendi...)

3.91. Her n do�gal say�s� i�cin n! � nn e�sitsizli�ginin niye do�gru oldu�gunu anlayabilir misini z?
3.92. 2n � n! e�sitsizli�gi hangi n do�gal say�lar� i�cin do�grudur? 3 n � n! e�sitsizli�gi hangi n do�gal

say�lar� i�cin do�grudur? 4 n � n! e�sitsizli�gi hangi n do�gal say�lar� i�cin do�grudur?
3.93. 5n � (n  1)! e�sitsizli�gi hangi n � 1 do�gal say�lar� i�cin do�grudur? 2 n � (n  2)! e�sitsizli�gi

hangi n � 2 do�gal say�lar� i�cin do�grudur?
3.94. n2 � 2n e�sitsizli�gi hangi n do�gal say�lar� i�cin do�grudur?
3.95. 3 + 4n + n2 � 2n e�sitsizli�ginin hangi n do�gal say�lar� i�cin do�gru oldu�gunu tahmin edin.
3.96. n3 � 2n e�sitsizli�ginin hangi n do�gal say�lar� i�cin do�gru oldu�gunu tahmin edin.
3.97. n! + m! = k! e�sitli�ginin t•um �c•oz•umlerinde n ve m'nin 0 ya da 1 oldu�gunu, k'n�n ise 2

oldu�gunu kan�tlay�n.

3.4 Altk•ume Say�s�

Bu altb•ol•umde n •ogeli bir k•umenin ka�c tane k •ogeli altk•umesi oldu�gunu bu-
laca�g�z. •Orne�gin 5 •ogeli f 1; 2; 3; 4; 5g k•umesinin tam 10 tane 3 •ogeli altk•umesi
vard�r; i�ste o altk•umeler:

f 1; 2; 3g
f 1; 2; 4g
f 1; 2; 5g
f 1; 3; 4g
f 1; 3; 5g
f 1; 4; 5g
f 2; 3; 4g
f 2; 3; 5g
f 2; 4; 5g
f 3; 4; 5g

Bu k•umelerin t•umleyeni bize 2 •ogeli altk•umeleri verir. Dola y�s�yla 5 •ogeli
bir k•umenin 3 •ogeli altk•ume say�s�, 2 •ogeli altk•ume say�s�na e�sittir. Bu ak�l
y•ur•utmeyi genelle�stirmek i�sten bile de�gildir: n •ogeli bir k•umenin k •ogeli alt-
k•ume say�s�, n  k •ogeli atk•ume say�s�na e�sittir.

E�ger genel sorunun yan�t�n� bulursak, •orne�gin, 30 ki�silik bir s� n�ftan ka�c
farkl� bi�cimde 11 ki�silik futbol tak�m� se�cebilece�gimizi de •o�grenmi�s oluruz, ne
de olsa bu problem, 30 •ogeli bir k•umenin 11 •ogeli altk•ume say�s�n� bulmaya
denk.

Bundan sonras�n� okumadan •once•Ornek 3.64 ve sonras�n� okuyup anla-
man�z yararl� olacakt�r. Oradaki •orneklerin baz�lar�na burada ihtiyac� m�z ola-
cak.
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n •ogeli k•umemiz

X = f 1; 2; 3; : : : ; ng

olsun. Bu k•umenin k •ogeli altk•ume say�s�n� hesaplayaca�g�z. Yani bu n •oge
aras�ndan ka�c farkl� bi�cimde k tane •oge se�cebilece�gimizi hesaplayaca�g�z.

K•umenin •ogelerini soldan sa�ga do�gru s�raya dizilmi�s yerler olarak alg�laya-
l�m: Birinci yer, ikinci yer, ..., n'inci yer. Yerlerin resmi a�sa�g�da:

    : : :    

Ha X k•umesinden k •ogeli bir altk•ume se�cmi�siz, ha bu n tane yerden k ta-
nesini se�cmi�siz, ayn� �sey. •Orne�gin, se�cti�gimiz yerlere A har�ni yerle�stirirsek,
yukar�daki •ornekteki gibi n = 5, k = 3 ise, altk•umelerle yer se�cimleri aras�ndaki
ili�ski a�sa�g�daki gibi olur:

f 1; 2; 3g !" A A A   
f 1; 2; 4g !" A A  A  
f 1; 2; 5g !" A A   A
f 1; 3; 4g !" A  A A  
f 1; 3; 5g !" A  A  A
f 1; 4; 5g !" A   A A
f 2; 3; 4g !"  A A A  
f 2; 3; 5g !"  A A  A
f 2; 4; 5g !"  A  A A
f 3; 4; 5g !"   A A A

Sol tarafta 5 •ogeli f 1; 2; 3; 4; 5g k•umesinin 3 •ogeli altk•umeleri yer al�yor, sa�g
tarafta ise 5 yer aras�nda se�cilebilecek 3 tane yerin listesi. (Se�cilmi�s yerleri A
har�yle g•osterdik.) •Orne�gin

f 2; 4; 5g

altk•umesine 2'nci, 4'•unc•u ve 5'inci yerlerin se�cimi, yani

 A  A A

dizisi tekab•ul etmi�s.
Yeni sorumuz �s•oyle: n tane yer aras�ndan ka�c farkl� bi�cimde k tane yer

se�cebiliriz? Yukar�daki •ornekte se�cti�gimiz yerleri A har�yle g•osterdik. Oldu
olacak se�cmedi�gimiz yerleri de B har�yle g•osterelim. O zaman •orne�gimiz �su
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hale d•on•u�s•ur:
f 1; 2; 3g !" A A A B B
f 1; 2; 4g !" A A B A B
f 1; 2; 5g !" A A B B A
f 1; 3; 4g !" A B A A B
f 1; 3; 5g !" A B A B A
f 1; 4; 5g !" A B B A A
f 2; 3; 4g !" B A A A B
f 2; 3; 5g !" B A A B A
f 2; 4; 5g !" B A B A A
f 3; 4; 5g !" B B A A A

B•oylece f 1; 2; 3; 4; 5g k•umesinin 3 •ogeli her altk•umesi, •u�c adet A ve iki adet
B 'den olu�san bir (ve bir tek) kelimeyle ifade edilir. (Ayn� �seyi A ve B yerine 0
ve 1 ile [1. Kitap, •Ornek 3.32]'de yapm��st�k.) Genel problemimize geri d•onecek
olursak, X k•umesinde toplam n tane •oge oldu�guna g•ore, kelimenin uzunlu�gu
n olmal�d�r. Ama se�cilen altk•umede k tane •oge oldu�gundan, kelimede tam k
tane A olmal�d�r (dolay�s�yla n  k tane de B olmal�d�r). S�imdi problem, k
tane A'n�n ve n  k tane B 'nin her birini tam bir defa kullanarak ka�c farkl�
n har
i kelime yazabilece�gimiz problemine d•on•u�st•u. (Buna ben zer problem-
leri bir •onceki altb•ol•umdeki •orneklerde �c•ozm•u�st•uk. Ok urun o problemlere bu
a�samada tekrar bakmas�nda yarar olabilir.) •Once A'lar� ve B 'leri birbirinden
ay�ral�m: k tane A yerine

A1; A2; : : : ; Ak

ve n  k tane B yerine
B1; B2; : : : ; Bn k

yazal�m.
A1; A2; : : : ; Ak ; B1; B2; : : : ; Bn k

har
eriyle tam n! tane kelime yazabilece�gimizi biliyoruz �c•unk•u burada tam
n! tane farkl� harf var. Ama A ve B 'lerin sa�g yamac�ndaki g•osterge�cler si-
lindi�ginde kelime say�s� azal�r, •orne�gin

A1A2A3B1B2B3B4 ile A3A2A1B2B4B1B3

kelimeleri aras�nda fark kalmaz, her ikisi de

AAABBBB

kelimesine d•on•u�s•ur. G•osterge�cler silindi�ginde ka�c fark l� kelime ayn� kelimeye
d•on•u�s•ur?

A1; A2; : : : ; Ak
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har
eri tam k! farkl� bi�cimde s�raya dizilir; yani A'lar�n g•osterge�clerini kald�r-
d��g�m�zda k! tane kelime ayn� kelimeye d•on•u�s•ur.

B1; B2; : : : ; Bn k

har
eriyse tam ( n  k)! farkl� bi�cimde s�raya dizilir; yani B 'lerin g•osterge�clerini
kald�rd��g�m�zda ( n  k)! tane kelime ayn� kelimeye d•on•u�s•ur. B•oylece hem
A'lar�n hem de B 'lerin g•osterge�clerini kald�rd��g�m�zda tam

k! (n  k)!

tane kelimenin ayn� kelimeye d•on•u�st•u�g•un•u g•or•ur•uz. D emek ki

A1; A2; : : : ; Ak ; B1; B2; : : : ; Bn k

har
eriyle yaz�lan n! tane kelimeden, t•um g•osterge�cler kald�r�ld��g�nda, geriye
sadece

n!
k! (n  k)!

tane kelime kal�r. Bir ba�ska deyi�sle k tane A ve n  k tane B ile toplam

n!
k! (n  k)!

tane kelime yaz�l�r. Bu da tam tam�na n •ogeli bir k•umenin k •ogeli altk•ume
say�s�d�r. A�sa�g�daki •onemli teoremi kan�tlad�k:

Teorem 3.1. E�ger 0 � k � n ise, n •ogeli bir k•umenin tam

n!
k! (n  k)!

tane k •ogeli altk•umesi vard�r.

Kan�t: Teoremi yukar�da zaten kan�tlam��st�k. _Ikinci bir kan�t daha verelim. n
•ogeli bir k•ume alal�m. Bu k•umenin k •ogeli bir altk•umesini se�cece�giz. Bakal�m
ka�c farkl� bi�cimde se�cebilece�giz. •Once k•umenin \birinci" •ogesini se�celim. Bili-
yoruz, k•umelerin birinci ya da ikinci •ogesi olmaz, k•umelerde s�ralama yoktur
ama biz yine de ilk se�cti�gimiz •ogeye \birinci •oge" diyelim. Biri nci •oge k•umenin
n •ogesinden biri olabilir. Demek ki birinci •oge i�cin n se�cene�gimiz var. S�imdi
gelelim k•umenin ikinci •ogesine. Birinci •oge se�cildi�ginden geriye n  1 tane •oge
kal�r. _Ikinci •ogeyi bu n  1 •ogeden birini se�cmeliyiz. •U�c•unc•u •ogeyi geri kalan
n  2 •ogeden birini se�cmeliyiz. Bu b•oyle devam eder. Sonuncu, yanik'�nc� •oge
i�cin geri kalan n  (k  1) •ogeden birini se�cmeliyiz. B•oylece

n(n  1)(n  2) � � � (n  (k  1)) = n(n  1)(n  2) � � � (n  k + 1) =
n!

(n  k)!
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tane se�cene�gimiz olur. Ama bu say� \•ogeleri s�ral� olan k •ogeli altk•ume" say�s�.
Oysa k•umelerde birinci, ikinci •oge �lan olmaz. S�ralamay� dikkate almazsak
altk•ume say�s� azal�r. •Orne�gin k = 3 ise,

f 1; 2; 3g; f 1; 3; 2g; f 2; 1; 3g; f 2; 3; 1g; f 3; 2; 1g; f 3; 1; 2g

k•umeleri ayn� k•umelerdir ama biz yukar�daki hesapta bu altk•um eyi tam 6 defa
sayd�k, hatta her altk•umeyi tam 6 defa sayd�k, daha do�grusu 3! defa sayd�k.
Sonu�c olarak, yukar�daki hesapta k •ogeli her altk•ume tam k! defa say�ld�. Bu
yanl��s� d•uzeltelim. k •ogeli altk•ume say�s�n� bulmak i�cin yukar�da buldu�gumuz
say�y� k!'e b•olmeliyiz. Sonu�c,

n!
(n k)!

k!
=

n!
k! (n  k)!

�c�kar; tam istedi�gimiz gibi. �

Sonu�c 3.2 (Simetri •Ozelli�gi) . Her 0 � k � n do�gal say�s� i�cin,
�

n
k

�
=

�
n

n  k

�

e�sitli�gi ge�cerlidir.

Birinci Kan�t: Sol taraftaki say�, n •ogeli bir k•umeden ka�c farkl� bi�cimde
k •oge se�cilebilece�gini s•oyl•uyor. Sa�g taraftaki say� da, n •ogeli bir k•umeden
ka�c farkl� bi�cimde n  k •oge se�cilebilece�gini s•oyl•uyor. Ama k •oge se�cmekle,
se�cmeyece�gimiz geri kalan n  k •ogeyi se�cmek ayn� �sey... Biri belirlendi mi
di�geri de belirlenir. Demek ki iki say� birbirine e�sit.

Daha bi�cimsel olarak bu kan�t� �s•oyle ifade edebiliriz: X , n •ogeli bir k•ume
olsun. Her A � X i�cin, e�ger s(A) = k ise, s(A0) = n  k olur. Yani

A 7" A0 = X n A

kural�, k •ogeli k•umelerle n  k •ogeli k•umeler aras�nda bir e�sleme verir. Do-
lay�s�yla k •ogeli k•ume say�s� tam tam�na n  k •ogeli k•ume say�s�d�r. Yani
istedi�gimiz e�sitlik ge�cerlidir.

_Ikinci Kan�t: Daha cebirsel ve daha k�sa bir kan�t a�sa�g�da:
�

n
n  k

�
=

n!
(n  k)!(n  (n  k))!

=
n!

(n  k)!k!
=

n!
k!(n  k)!

=
�

n
k

�
:

_Istedi�gimiz kan�tlanm��st�r. �
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\ n'de k", \ n se�c k", \ n'nin k'l�s�" ya da \ n'nin k'l� kombinasyonu" gibi
adlar verilen bu say� matematikte

�
n
k

�

olarak g•osterilir. Demek ki
�

n
k

�
=

n!
k! (n  k)!

:

•Orne�gin n = 5, k = 3 ise,
�

5
3

�
=

5!
3! 2!

=
5 � 4

2
= 10

bulunur; bu da an�msarsan�z 5 •ogeli bir k•umenin 3 •ogeli altk•ume say�s�. Her
�sey teoremle uyum i�cinde... 25 ki�silik bir s�n�ftan ka�c farkl � 11 ki�silik futbol
tak�m� �c�kar�labilece�gini de art�k kolayl�kla hesaplayabiliriz :

�
25
11

�
=

25!
11! 14!

;

gereksiz uzun hesaplar� yapm�yoruz, merakl� okur sadele�stirmelerden sonra ko-
caman bir say� bulabilir. Burada ilgin�c olan, bu say�n�n bir do�gal say � �c�kmas�:
25! elbette 11! say�s�na b•ol•un•ur ve tabii ki 14! say�s�na da b•ol•un•ur; hi�c bariz
olmayan (ama art�k bildi�gimiz), 25! say�s�n�n 11! 14! say�s�na b•ol•und•u�g•u. Bu
ilgin�c olguyu not edelim.

Sonu�c 3.3. k! m! say�s� (k + m)! say�s�n� b•oler. �

Kan�t: Nitekim, e�ger n = k + m tan�m�n� yaparsak,

(k + m)!
k! m!

=
�

n
k

�

olur ve sa�gdaki say�n�n n •ogeli bir k•umenin k •ogeli altk•ume say�s� oldu�gunu
biliyoruz, bu say� da tabii ki bir do�gal say�d�r. �

•Ornekler

3.98. Rakamlar� soldan sa�ga do�gru kesin artan 5 haneli ka�c do�gal say� vard�r?
C� •oz•um: En soldaki rakam 0 olamaz, dolay�s�yla say�lar 1'den 9'a kadar olan 9 rakamdan
olu�surlar. Bu 9 rakamdan 5'ini se�cip k•u�c•ukten b•uy•u�ge s �raya dizersek, sorudaki t•um
say�lar� buluruz. Sonu�c

 9
5

�
= 126 �c�kar.

3.99. 18 tak�m i�ceren bir futbol liginde her tak�m her tak�mla ma�c yaparsa, toplam
!

18
2

"

=
18!

2!(18  2)!
=

18!
2!16!

=
18 � 17

2
= 9 � 17 = 153

ma�c yap�lm��s olur, �c•unk•u 18 tak�mdan olu�san bir k•umen in tam bu kadar iki •ogeli
altk•umesi vard�r. Her tak�m her tak�mla iki ma�c yaparsa, ma�c say�s� bunun iki kat�
olur elbette.
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3.100. 100 ki�silik bir grupta herkes herkesle el s�k��s�rsa, to plam
!

100
2

"

=
100� 99

2
= 4950

el s�k��sma olur.
3.101. _I�cinde 12 farkl� renk bulunan bir boya kalemi kutusundan,

!
12
5

"

=
12!

5!(12  5)!
=

12!
5!7!

=
12 � 11 � 10 � 9 � 8

5 � 4 � 3 � 2
= 11 � 9 � 8 = 792

farkl� bi�cimde be�s kalem se�cilebilir.
3.102. 50 ki�silik bir s�n�ftan 11 ki�silik bir futbol tak�m�

!
50
11

"

farkl� bi�cimde se�cilir. Bir de ayr�ca geri kalanlardan 6 ki�sili k bir voleybol tak�m� se�cmek
istersek, bu se�cimi !

50
11

"!
39
6

"

=
50!

11!6!33!

farkl� bi�cimde yapabiliriz.
3.103. Izgarada En K�sa Yol Say�s�. A�sa�g�daki �zgaran�n •ust•unden giderek ve hep do�guya ya

da kuzeye giderek(0, 0) noktas�ndan (n, m) noktas�na ka�c farkl� bi�cimde gidebilirsiniz?

Yan�t: Sorunun, (0; 0) noktas�ndan (n; m ) noktas�na giden ve �zgaradan �sa�smayan en
k�sa yol say�s�n� sordu�guna dikkatinizi �cekeriz. Toplam n + m hareket yapmam�z laz�m.
Bunlardan m tanesi kuzeye, geri kalann tanesi do�guya olmal�. Demek ki n+ m hareketten
m tane kuzey hareketi se�cmeliyiz. Dolay�s�yla yan�t,

!
n + m

m

"

=
(n + m)!

n!m!

olur. �
3.104. 0 < k � n olsun. n ki�silik bir meclisten, biri ba�skan olmak •uzere ka�c farkl� bi �cimde k

ki�silik komite se�cebilece�gimizi bulal�m. •Once k ki�silik komiteyi se�celim. Bu se�cimi
!

n
k

"
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farkl� bi�cimde yapabiliriz. S�imdi de bu k ki�silik komiteden ba�skan� se�celim. Bu se�cimi
de k farkl� bi�cimde yapabiliriz. Demek ki cevap

!
n
k

"

k

d�r. Soruya ba�ska t•url•u de yakla�sabilirdik. •Once n ki�silik meclisten ba�skan� se�celim.
Bunu n farkl� bi�cimde yapabiliriz. Sonra geriye kalan n  1 ki�siden komitenin ba�skan
olmayacak k  1 ki�siyi se�celim. Bunu

!
n  1
k  1

"

farkl� bi�cimde yapabiliriz. Demek cevap

n

!
n  1
k  1

"

olur. Buradan da !
n
k

"

k = n

!
n  1
k  1

"

e�sitli�gini buluruz. Ayn� e�sitli�gi cebirsel olarak da kan� tlayabilirdik tabii.
3.105. 1< k � n olsun. n ki�silik bir meclisten, biri ba�skan, biri ba�skan yard�mc�s� olmak •uzere

ka�c farkl� bi�cimde k ki�silik komite se�cebilece�gimizi bulal�m. •Once k ki�silik komiteyi
se�celim. Bu se�cimi !

n
k

"

farkl� bi�cimde yapabiliriz. S�imdi de bu k ki�silik komiteden ba�skan� se�celim. Bu se�cimi
de k farkl� bi�cimde yapabiliriz. Son olarak komitenin geri kalan k  1 •uyesinden birini
ba�skan yard�mc�s� olarak atayal�m. Demek ki cevap

!
n
k

"

k(k  1)

olur. Soruya ba�ska t•url•u de yakla�sabilirdik. •Once n ki�silik meclisten ba�skan� se�celim.
Bunu n farkl� bi�cimde yapabiliriz. Sonra geriye kalan n  1 ki�siden ba�skan yard�mc�s�n�
se�celim. Ard�ndan mecliste kalan n  2 ki�siden komitenin ba�skan olmayacak k  2 •uyesini
se�celim. Demek ki cevap

n(n  1)

!
n  2
k  2

"

olur. Ayn� sonucu bir ba�ska y•ontemle de bulabiliriz: •Once ba�skan� se�celim. Bunu n farkl�
bi�cimde yapabiliriz. Sonra, geri kalan n  1 ki�siden komitenin ba�skan olmayacak k  1
•uyesini se�celim. Bunu !

n  1
k  1

"

farkl� bi�cimde yapabiliriz. Son olarak k  1 ki�si aras�ndan ba�skan yard�mc�s�n� se�celim.
Cevap bu sefer

n

!
n  1
k  1

"

(k  1)
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�c�kt�. T•um cevaplar do�gru oldu�gundan,
!

n
k

"

k(k  1) = n(n  1)

!
n  2
k  2

"

= n

!
n  1
k  1

"

(k  1)

e�sitliklerini kan�tlam��s bulunduk. Bu e�sitlikleri tamam en cebirsel y•ontemlerle de kan�t-
layabilirdik tabii.

3.106. k tane A, ` tane B ve m tane C har
erin her birini kullanarak k + ` + m har
i ka�c farkl�
kelime yazabiliriz? Bu soruyu yan�tlamak i�cin •once har
eri bi rbirinden ay�ral�m:

A1 ; : : : ; A k ; B 1 ; : : : B ` ; C1 ; : : : ; Cm :

Bu har
erle ( k + ` + m)! tane kelime yazabilece�gimizi biliyoruz. A'lar aras�ndaki ayr�m�
kald�rd��g�m�zda bu say� k! defa azal�r, B 'ler ve C'ler i�cin de benzer �sey olur. B•oylece
sorumuzun cevab�

(k + ` + m)!
k! `! m!

olur. Bu aynen k + ` + m •o�grenciden olu�san bir s�n�f� ka�c farkl� bi�cimde k, m ve `
ki�siden olu�san •u�c ayr�k ve birbirinden farkl� spor tak�m�na ay�rabilece�gimizin say�s�d�r.
•Orne�gin 25 ki�silik bir s�n�ftan 11 ki�silik bir futbol tak�m� ve 6 ki�silik bir voleybol tak�m�
�c�karmak istiyorsak ve ayn� •o�grencinin iki spor yapmas�na i zin verilmiyorsa, o zaman
bunu

25!
11! 6! 8!

farkl� bi�cimde yapabiliriz: 11 futbol tak�m� i�cin, 6 voleybol tak�m� i�cin ve geri kalanlar
da (toplam 8 ki�si) hi�cbir tak�ma girmedikleri i�cin (geri kal anlar� \moloz tak�m�" olarak
g•orebilirsiniz). Bu vesileyle, k! `! m! say�s�n�n (k + ` + m)! say�s�n� b•old•u�g•un•u g•or•uyoruz.
Bu olguyu genelle�stirmek i�sten bile de�gil:

Teorem 3.4. k1 ! � � � kr ! say�s� (k1 + � � � + kr ) say�s�n� b•oler ve k1 + � � � + kr •o�grencisi
olan bir s�n�f tam

(k1 + � � � + kr )!
k1 ! � � � kr !

farkl� bi�cimde k1 ; : : : ; k r oyuncu gerektiren farkl� spor tak�mlar�na ayr�l�r. �

Buradan, 100 •ogelik bir k•umeyi 10, 20, 30 ve 40 •ogelik 4 ayr�k altk•umeye

100!
10! 20! 30! 40!

farkl� bi�cimde ay�rabilece�gimiz �c�kar. Bu son problemi �s•oy le de �c•ozebilirdik. 100 •ogesi
olan k•umeden !

100
10

"

farkl� bi�cimde 10 •ogelik altk•ume se�cebiliriz. Her bir se�c im i�cin geriye 90 •oge kal�r. Bu 90
•ogelik k•umeden !

90
20

"

farkl� bi�cimde 20 •ogelik altk•ume se�cebiliriz. Geriye 70 •og e kal�r. Bu 70 •ogelik k•umeden
!

70
30

"
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farkl� bi�cimde 30 •ogelik altk•ume se�cebiliriz. Geriye 40 •og e kal�r, ki bu da 40 •ogelik
son altk•umeyi olu�sturur. B•oylece 100 •ogelik bir k•umeyi 1 0, 20, 30 ve 40 •ogelik 4 ayr�k
altk•umeye !

100
10

" !
90
20

" !
70
30

"

farkl� bi�cimde ay�rabilece�gimizi g•or•ur•uz. Yukar�da buld u�gumuz yan�ttan farkl� m� g•or•u-
n•uyor? Sadece bir alg�! Yan�tlar ayn�:

!
100
10

" !
90
20

" !
70
30

"

=
100!

10! 90!
90!

20! 70!
70!

30! 40!
=

100!
10! 20! 30! 40!

:

3.107. 55 ki�silik bir s�n�ftan 11 ki�silik futbol, 11 ki�sili k voleybol, 11 ki�silik basketbol, 11 ki�silik
hentbol, 11 ki�silik atletizm tak�m� se�cmek istiyoruz. Ayn � ki�sinin iki farkl� tak�mda
olamayaca�g�n� varsayal�m. Bunu

55!
11! 11! 11! 11! 11!

farkl� bi�cimde yapabilece�gimizi biraz •onceki •ornekte g•ord •uk. S�imdi �su problemi ele
alal�m: 55 ki�silik bir s�n�f� 11'er ki�silik birbirinden ayr�k 5 futbol tak�m�na ay�rmak iste-
yelim. Bu sefer tak�mlara \futbol" ya da \basketbol" gibi adlar vermiyoruz, tak�mlar�n
\aslanlar" ya da \kaplanlar" gibi adlar� da yok, yani hi�cbir ta k�m�n bir di�ger tak�mdan
fark� yok. Bu yeni problemin yan�t�

55!
11! 11! 11! 11! 11!

de�gildir, yan�t
55!

11! 11! 11! 11! 11!

5!
=

55!
11! 11! 11! 11! 11! 5!

olur. C� •unk•u bu sefer 5 tak�m aras�nda bir fark olmad��g� i�cin t ak�mlar� aralar�nda de-
�gi�stirebiliriz ve bu de�gi�simi 5! farkl� bi�cimde yapabiliri z.

3.108. 100 ki�silik bir s�n�f� 5 tane 6 ki�silik, 10 tane 7 ki�s ilik 15 ayr�k gruba ay�rmak istiyoruz.

Bu ayr��smay� ka�c farkl� bi�cimde yapabiliriz? Cevap

100!
6!5 7!10

5! 10!
=

100!
6!5 7!10 5! 10!

olur.
3.109. Yukar�daki •orne�gi genelle�stirerek bir teoreme d•on•u �st•urelim.

Teorem 3.5. n1 ; : : : ; n r ve k1 < : : : < k r do�gal say�lar olsun. O zaman

n1k1 + � � � + nr kr

•ogesi olan bir k•umeyi, n1 tane k1 •ogesi olan, n2 tane k2 •ogesi olan, : : :, nr tane kr •ogesi
olan iki�ser iki�ser ayr�k altk•umeye

(n1k1 + � � � + nr kr )!
k1 !n 1 � � � kr !n r n1 ! � � � nr !

farkl� bi�cimde ay�rabiliriz. �
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Burada •onemli olan k•umeler aras�nda (•oge say�s� d��s�nda) bir ayr�m olmamas�d�r, yani
k1 •ogeli iki k•ume aras�nda bir ayr�m yapm�yoruz. E�ger yapacak o lsayd�k (•orne�gin biri
futbol di�geri basketbol tak�m� olsayd�), o zaman bulunan son u�c

(n1k1 + � � � + nr kr )!
k1 !n 1 � � � kr !n r

olurdu.

Sonu�c 3.6. n1 ; : : : ; n r ve k1 < : : : < k r do�gal say�lar ise k1 !n 1 � � � kr !n r n1 ! � � � nr ! say�s�
n1k1 + � � � + nr kr say�s�n� b•oler. �

3.110. Zarda Olay Say�s� 2. Birbirinden fark� olmayan n zar att��g�n�zda ka�c olay vard�r ?
Yan�t: n tane k•u�c•uk �cubuk al�p yanyana dizelim. A�sa�g�daki �se kilden izleyin. Bu n k•u-
�c•uk �cubuk aras�na (ya da �cubuklar�n en ba�s�na ya da en sonu na) 5 tane b•uy•uk �cubuk
yerle�stirelim.

En soldan ba�slayarak, birinci b•uy•uk �cubu�gun solunda kal an k•u�c•uk �cubuk say�s� bize n
zarda ka�c tane 1 geldi�gini s•oylesin. Birinci b•uy•uk �cubu kla ikinci b•uy•uk �cubuk aras�nda
kalan k•u�c•uk �cubuk say�s� da n zarda ka�c tane 2 geldi�gini s•oylesin. _Ikinci b•uy•uk �cubukla
•u�c•unc•u b•uy•uk �cubuk aras�nda kalan k•u�c•uk �cubuk sa y�s� da n zarda ka�c tane 3 geldi�gini
s•oylesin... Ve son olarak be�sinci b•uy•uk �cubu�gun sa�g� ndaki k•u�c•uk �cubuk say�s� n zarda
ka�c tane 6 geldi�gini s•oylesin.
n k•u�c•uk �cubu�gun 5 b•uy•uk �cubukla her ayr�m� bize n zarda bir olay verir. Ve n zarda
gelebilecek her olay bizen k•u�c•uk �cubu�gun 5 b•uy•uk �cubukla bir ayr�m�n� verir.
Demek ki n tane k•u�c•uk �cubukla 5 tane b•uy•uk �cubu�gu ka�c de�gi�s ik bi�cimde dizebi-
lece�gimizi bulmal�y�z. K•u�c•uk �cubuklara A, b•uy•uk �cubuklara B dersek, n tane A ve
5 tane B ile n + 5 har
ik ka�c de�gi�sik s•ozc•uk yazabilece�gimizi bulmal �y�z. Har
er i�cin
n + 5 tane yerimiz var ve bunlardan 5'i B har�ne ayr�lacak. B•oyle bir se�cimi,

!
n + 5

5

"

farkl� bi�cimde yapabilece�gimizi biliyoruz. Yan�t� bulduk.
E�ger n = 1 ise, olmas� gerekti�gi gibi

!
1 + 5

5

"

=

!
6
5

"

= 6

buluruz. E�ger n = 2 ise yan�t 21 �c�kmal�; •oyle de oluyor:
!

2 + 5
5

"

=

!
7
5

"

=
7 � 6

2
= 21 :
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Dikkat: E�ger n > 1 ise bu olaylar�n her birinin gelme olas�l��g� ayn� de�gildir. •Orne�gin
iki zarda 1-1 gelme olas�l��g� 1=36'd�r ama 1-2 gelme olas�l��g� 1=18'dir. �

3.111. Denklem C� •oz•um•u Say�s� 1. x i do�gal say� olmak •uzere,

x1 + x2 + x3 + x4 = 6

denkleminin ka�c farkl� (x1 , x2 , x3 , x4) �c•oz•um•u vard�r?
Yan�t: 6 say�s�n� alt� adet k•u�c•uk �cubukla temsil edelim. Bu alt � k•u�c•uk �cubu�gu •u�c
b•uy•uk �cubukla d•ort par�caya b•olelim. Her b•ol•unme denk lemin ayr� bir ( x1 , x2 , x3 , x4)
�c•oz•um•un•u verir. •Orne�gin,

Birinci b•uy•uk �cubu�gun solundaki k•u�c•uk �cubuk say�s� x1 , ilk iki b•uy•uk �cubuk aras�nda-
ki k•u�c•uk �cubuk say�s� x2 , ikinciyle •u�c•unc•u �cubuk aras�ndaki k•u�c•uk �cubuk sa y�s� x3 ve
son b•uy•uk �cubu�gun sa�g�ndaki k•u�c•uk �cubuk say�s� x4 say�s�n� verir. Her �c•oz•um b•oyle bir
b•ol•unmeye yol a�ct��g� gibi, her b•ol•unme de bir �c•oz•u me yol a�car.
Demek ki problem asl�nda, 6 k•u�c•uk ve 3 b•uy•uk �cubu�gun ka� c farkl� bi�cimde yerle�stirilece�gi
sorusu. K•u�c•uk �cubuklara K har� dersek, b•uy•uk �cubuklara B har� dersek, problem 6 tane
K ve 3 tane B har�yle 9 har
ik ka�c de�gi�sik s•ozc•uk yazabilece�gimiz so rusuna d•on•u�s•ur.
Bu problemi biraz •once �c•ozm•u�st•uk. Yan�t:

 
9
6

!

=
9!

6!3!
=

9 � 8 � 7
3 � 2

= 3 � 4 � 7 = 84

olur. �
3.112. Denklem C� •oz•um•u Say�s� 2. Daha genel olarak,

x1 + x2 + � � � + xm = n

denkleminin do�gal say�larda
 

n + m  1
n

!

=

 
n + m  1

m  1

!

=
(n + m  1)!
n!(m  1)!

tane farkl� ( x1 , x2 , : : : , xm ) �c•oz•um•u vard�r.
3.113. Denklem C� •oz•um•u Say�s� 3. x i pozitif do�gal say� olmak •uzere, x1 + x2 + x3 + x4 = 6

denkleminin ka�c farkl� �c•oz•um•u vard�r?
Yan�t: Yukar�daki problemden farkl� olarak, bu sefer x i 'ler 0 olamazlar, yani x i � 1
olmak zorunda. C� •ozmemiz istenen denklemi

(x1  1) + ( x2  1) + ( x3  1) + ( x4  1) = 2

olarak yazal�m ve yi = x i  1 tan�m�n� yapal�m. Demek ki, yi � 0 ve

y1 + y2 + y3 + y4 = 2 :

Bu son e�sitli�gi sa�glayan ( y1 , y2 , y3 , y4) do�gal say� d•ortl•ulerinin say�s�n� bulmal�y�z. Bir
•onceki soruya g•ore bunlardan,

 
2 + 4  1

2

!

=

 
5
2

!

= 10
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tane vard�r. Okur 10 �c•oz•um•u teker teker s�ralayabilir.
Daha genel olarak, ayn� ak�l y•ur•utmeyle, x1 + x2 + � � � + xm = n denkleminin pozitif
do�gal say�larda  

n  1
n  m

!

tane farkl� ( x1 , x2 , : : : , xm ) �c•oz•um•u oldu�gunu buluruz. �
3.114. Rakamlar� soldan sa�ga do�gru gidildik�ce hi�c azalmayan 100 haneli ka�c do�gal say� vard�r?

Yan�t: Say�n�n i�cinde 0 olamaz. Dolay�s�yla say� 1'den 9'a kadar ol an 9 rakamdan
olu�smal�. Say�n�n i�cinde bulunan i rakam� say�s�na ki dersek,

k1 + � � � + k9 = 100

eder ve bu se�cimle istenen �sekilde tek bir say� yazabiliriz . Demek ki yan�t, daha •onceki
•orneklerde oldu�gu gibi  

108
8

!

olur. �
3.115. Yukar�da yap�lanlardan yararlanarak, her 1 � m � n i�cin

 
n + m  1

m  1

!

=

 
m
0

! 
n  1
m  1

!

+

 
m
1

! 
n  1
m  2

!

+ � � � +

 
m

m  1

! 
n  1

0

!

e�sitli�gini kan�tlay�n.
Kan�t: x1 + x2 + � � � + xm = n denkleminin do�gal say�larda ka�c farkl� ( x1 , x2 , : : : , xm )
�c•oz•um•u oldu�gunu iki farkl� bi�cimde sayaca�g�z.
Birinci Say�m: •Ornek 3.111'deki soruya verdi�gimiz yan�ttan dolay� �c•oz•um say�s�n�n
kan�tlamak istedi�gimiz e�sitli�gin solundaki kadar oldu �gunu biliyoruz.
_Ikinci Say�m: x1 + x2 + � � � + xm = n denkleminin baz� �c•oz•umlerinde baz� x i 'ler 0'a
e�sit olabilirler. Bir 0 � k � n say�s� i�cin, tam k tane x i 'nin 0'a e�sit oldu�gu �c•oz•umleri
sayal�m. •Once m tane x i aras�ndan 0'a e�sit olacak olan k tane x i terimini se�celim. Bu
se�cimi  

m
k

!

farkl� bi�cimde yapabiliriz. Her bir se�cim i�cin,

x1 + x2 + � � � + xm = n ve x i � 0

sisteminin �c•oz•um say�s�,

y1 + y2 + � � � + ym  k = n ve yi � 1

sisteminin �c•oz•um say�s�na e�sittir ve •Ornek 5.112 ve Sonu�c 3.2'den dolay� bunlardan
 

n  1
n  (m  k)

!

=

 
n  1

n  m + k

!

=

 
n  1

m  k  1

!

tane oldu�gunu biliyoruz. Demek ki

x1 + x2 + � � � + xm = n ve x i � 0

sisteminin, tam k tane x i 'nin 0'a e�sit oldu�gu toplam �c•oz•um say�s� tam
 

m
k

! 
n  1

m  k  1

!
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kadard�r. S�imdi bunlar� k = 0'dan k = m  1'e kadar toplarsak,

x1 + x2 + � � � + xm = n ve x i � 0

sisteminin toplam �c•oz•um say�s�n� ikinci bir defa bulmu�s oluruz. Bu da kan�tlamak is-
tedi�gimiz e�sitli�gin sa�g taraf�ndaki ifadedir. �

3.116. C� oklu K•ume. Bir k•umede bir •oge en fazla bir kez belirir. •Orne�gin f 1; 1; 2; 2; 2g k•umesi
asl�nda f 1; 2g k•umesidir. Ama bazen bir k•umede bir •ogenin birden fazla kez b elirmesini
isteyebiliriz. Yukar�daki •orneklerin her birinde asl�nda bu ya p�l�yordu. •Orne�gin 7 zar
att��g�m�zda gelen zarlar 1, 1, 3, 4, 4, 4, 6 olabilir; burada 1 ik i kez, 4 ise •u�c kez beliriyor.
_I�cimizden bu zar olay�n� f 1; 1; 3; 4; 4; 4; 6g olarak yazmak ge�cebilir ama bu do�gru de�gil
tabii. Bu y•uzden bu olay� yazmak i�cin h1; 1; 3; 4; 4; 4; 6i gibi bir ba�ska yaz�l�m kullan-
mal�y�z. Bu t•ur nesnelere �coklu k•ume denir. Bu �coklu k•umenin \•oge say�s�" 7'dir.
n •ogeli bir k•umenin k •ogeli �coklu altk•ume say�s�n� hesaplayal�m. Tabii k ve n do�gal
say�lar olmal�, ama k, n'den b•uy•uk ya da k•u�c•uk olabilir. Yukar�daki •orneklerdeki gibi
d•u�s•unelim. n •ogeli k•umenin •ogelerini 1'den n'ye kadar olan say�larla g•osterebiliriz. S�imdi
k tane noktay� soldan sa�ga do�gru dizelim ve bu noktalar�n aras� na n  1 tane paravan
koyal�m. Her t•url•u nokta-paravan d•uzenlemesi bize k •ogeli bir �coklu altk•ume verir;
nitekim birinci paravan�n solunda kalan nokta say�s� k•umemi zden se�cilen 1 say�s� olsun,
birinci paravanla ikinci paravan aras�nda kalan nokta say�s� k•umemizden se�cilen 2 say�s�
olsun, bu b•oyle devam etsin ve en sa�gdaki (yani n 1'inci) paravan�n sa�g�nda kalan nokta
say�s�n� k•umemizden se�cilen n say�s� olarak alg�layal�m. Demek ki k nokta aras�na ka�c
farkl� bi�cimde n  1 paravan yerle�stirebilece�gimizi hesaplamal�y�z. S�ralanm ��s nokta ve
paravanlar� \nesne" olarak g•orelim. Toplam k+ n 1 tane nesnemiz var. Bunlar aras�ndan
hangilerinin paravan olaca�g�na karar vermeliyiz. k + n  1 tane nesne aras�ndan paravan
olacak n  1 tane ya da nokta olacak k tanesini se�cmeliyiz. Bunu

 
k + n  1

k

!

farkl� bi�cimde yapabiliriz. Demek ki n •ogeli bir k•umenin k •ogeli �coklu altk•ume say�s� bu
kadard�r.

3.5 _Ilk n Pozitif Do�gal Say�n�n Toplam�

_Ilk n tane pozitif do�gal say�n�n �carp�m�n� n! olarak tan�mlad�k; peki ilk n
pozitif do�gal say�n�n toplam� nedir? Yani

1 + 2 + 3 + � � � + ( n  2) + ( n  1) + n

toplam� ka�ca e�sit olur? Bu toplam i�cin bir form•ul bulabilir miyiz ? •Orne�gin,

1 + 2 + 3 + � � � + 98 + 99 + 100

toplam� ka�ca e�sittir? (Yukar�daki toplamda 1'den 100'e kadar t•um do�gal sa y�lar
toplanmaktad�r, yani y•uz tane say� toplanmaktad�r.) Bu toplam�n bir form •u-
l•u vard�r. A�c�klayal�m.

Rivayete g•ore •unl•u Alman matematik�ci Gauss'un (1777-1855) ilkokul •o�g-
retmeni bir nedenden s�n�ftan �c�kmak zorunda kalm��s. C�ocuklar �n bo�s dur-
mamalar�, yaramazl�k yapmamalar�, zamanlar�n� bo�sa harcamamalar� i�cin de
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\zor" bir soru sormu�s: \1'den 100'e kadar olan say�lar�n toplam� ka�ct�r?"
C�ocuklar�n bu 100 say�y� altalta yaz�p toplamalar�n� bekliyor... Zalim •o�gret-
men daha s�n�ftan d��sar� ad�m�n� atmam��s ki, k•u�c•uk Gauss oturdu �gu yerden,

{ 5050, diye ba�g�rm��s.
•O�gretmen donakalm��s kap�n�n e�si�ginde. Olacak i�s de�gil! K•u�c• uk Gauss he-

sapta kuvvetli kuvvetli olmas�na ama, gene de... Oysa k•u�c•uk Gauss'un bir
form•ul•u var. _I�ste form•ul:

n pozitif bir tamsay�ysa, 1'den n'ye kadar olan tamsay�lar�n toplam�

n(n + 1)
2

olur. Yani ,

(1) 1 + 2 + 3 + � � � + ( n  1) + n =
n(n + 1)

2

e�sitli�gi ge�cerlidir.

•O�gretmenin sordu�gu soruda n = 100. Gauss yukar�daki form•ul•u uygulay�p,

100� 101
2

= 50 � 101 = 5050

bulmu�s.
E�ger n = 1 al�rsak, (1) form•ul•un•un sol taraf�nda 1 buluruz (1'den 1'e kadar

olan say�lar�n toplam� 1'dir), sa�g taraf�nda da 1 � (1 + 1) =2, yani 1 buluruz.
Form•ul her do�gal say� i�cin ge�cerlidir. Mesela hem 1 + 2 + 3 + 4 say �s� hem
de 4� (4 + 1) =2 say�s� 10'a e�sittir. Form•ul n = 0 i�cin bile do�grudur: n = 0
oldu�gunda sol tarafta 1'den 0'a kadar olan say�lar toplan�r, yani hi�c tane say�
toplan�r, bu toplam� da 0 olarak tan�mlam��st�k; sa�g tarafta da 0 bulunur . (G•o-
r•uld•u�g•u •uzere hi�c tane say�n�n toplam�n� 0 olarak tan�mlaman�n yarar� var!)

Gauss'un �cok k•u�c•uk ya�slarda buldu�gu bu form•ul•u kan�tlayaca� g�z. Her k
tamsay�s�n� 1� k boyutlu bir dikd•ortgen olarak g•osterelim. •Orne�gin, 4 tam-
say�s�n� a�sa�g�daki gibi bir dikd•ortgen olarak g•osterece�giz.

S�imdi,
1 + 2 + 3 + � � � + n

say�s�n� bu dikd•ortgenleri •ust•uste koyarak g•osterelim. •Orne�gin n = 6 ise a�sa-
�g�daki �sekli elde ederiz.
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Bulmak istedi�gimiz say� bu garip •u�cgendeki kare say�s�d�r. (Bu y•uzden 1 + 2 +
� � � + n bi�cimindeki say�lara •u�cgensel say�lar denir.) Bu •u�cgendeki kare say�-
s�n� bulmak kolay olmayabilir, ama bu •u�cgenden iki tane al�rsak, kare say�s�n�
daha kolay hesaplayabiliriz: Bu •u�cgenin bir benzerini tepe taklak edip •ust•une
koyal�m ve iki \•u�cgen"i birle�stirip bir dikd•ortgen elde edeli m (a�sa�g�daki ikinci
�sekle bak�n).

Bulmak istedi�gimiz say� bu dikd•ortgendeki
kare say�s�n�n yar�s�. Dikd•ortgendeki kare say�-
s�n� hesaplay�p ikiye b•olelim. Dikd•ortgenimizin
eni n, y•uksekli�gi n +1 oldu�gundan, bu dikd•ort-
gende

n(n + 1)

tane kare vard�r. Demek ki •u�cgende

n(n + 1)
2

tane kare vard�r. Dolay�s�yla 1'den n'ye kadar
olan say�lar�n toplam�

n(n + 1)
2

olur.
Bu arada, ilk bak��sta kesirli say� gibi g•or•u-

nen n(n+1)
2 say�s�n�n asl�nda bir do�gal say� ol-

du�gu g•ozden ka�cmamal�d�r.
n yerine herhangi bir say� alabilece�gimiz

gibi, n har�ni istersek de�gi�stirebiliriz de, •orne-
�gin e�ger 1'den k'ya kadar olan say�lar� topla-
mak istiyorsak, yukar�daki form•ulde n yerine k
almak yeterli:

1 + 2 + � � � + k =
k(k + 1)

2
:
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n yerine s alsak da bir �sey farketmez:

1 + 2 + � � � + s =
s(s + 1)

2
:

n yerine n2 de alabiliriz, bunun i�cin yukar�daki form•ulde n g•or•ulen yere (n'lere
hi�c ac�madan!) n2 koymal�y�z:

1 + 2 + � � � + n2 =
n2(n2 + 1)

2
:

n yerine n  1 de koyabiliriz: 1'den n  1'e kadar olan say�lar�n toplam�

1 + 2 + � � � + ( n  1) =
(n  1)n

2

olur.
Karelerin toplam� i�cin de bir form•ul vard�r:

12 + 2 2 + � � � + n2 =
n(n + 1)(2 n + 1)

6
:

K•uplerin toplam� i�cin de:

13 + 2 3 + � � � + n3 =
n2(n + 1) 2

4
:

E�sitli�gin sa�g�ndaki say�lar�n kesirli say� gibi g•or•und•u�g•u ne aldanmay�n, her
biri her n 2 N i�cin bir do�gal say�d�r, paydalar sadele�sir. D•ord•unc•u kuvvet -
lerin toplam� i�cin de bir form•ul var. Bu form•ulleri ne yaz�k ki bu a�samada
kan�tlayamay�z, ileride kan�tlayaca�g�z ama. Bu arada,

13 + 2 3 + � � � + n3 = (1 + 2 + � � � + n)2

e�sitli�gine de dikkatinizi �cekerim; �sa�s�rt�c� bir e�sit lik, k•uplerin toplam�n�n top-
lam�n karesine e�sit oldu�gunu s•oyl•uyor.

•Ornekler

3.117. 1'den 100'e kadar olan ve 7'ye b•ol•unen do�gal say�l ar�n toplam� ka�ct�r? Soruda

7 + 14 + � � � + 98

toplam� isteniyor. Toplanan say�lar 7 � 1'den 7 � 14'e kadar olan say�lar. Demek ki

7 � 1 + 7 � 2 + � � � + 7 � 14

toplam�n� bulmal�y�z. Her bir terimde ortak olan 7'yi d��sar� � c�karal�m:

7 � (1 + 2 + � � � + 14)

toplam�n� bulmal�y�z. Parantez i�cindeki toplam�n

14 � 15
2

= 7 � 15 = 105

oldu�gunu metinde g•ord•uk. Demek ki istedi�gimiz toplam 7 � 105 = 735.
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3.118. 1'den 100'e kadar olan ve 5'e b•ol•unmeyen do�gal say�lar�n toplam� ka�ct�r? 1'den 100'e
kadar olan say�lar�n toplam�n�n

100� 101
2

= 5050

oldu�gunu biliyoruz. Bu say�dan 5'e b•ol•unenlerin toplam�n � �c�karmal�y�z. 5'e b•ol•unenlerin
toplam� da bir •onceki al��st�rmadaki gibi kolayl�kla hesap lanabilir:

5 � 1 + 5 � 2 + � � � + 5 � 20 = 5 � (1 + 2 + � � � + 20) = 5 �
20 � 21

2
= 5 � 210 = 1050:

Demek ki yan�t 5050  1050 = 4000'dir.
3.119. 1'den 1000'e kadar olan ve 7'ye b•ol•unen ama 5'e b•ol•unmeyen do�gal say�lar�n toplam�

ka�ct�r? 1'den 1000'e kadar olan ve 7'ye b•ol•unen say�lar�n t oplam� bir •onceki al��st�rmadaki
gibi hesaplanabilir:

7 � 1 + 7 � 2 + � � � + 7 � 142 = 7 � (1 + 2 + � � � + 142) = 7 �
142� 143

2
= 7 � 10:153 = 71:071:

Bu 71.071 toplam�ndan 7'ye ve 5'e, yani 35'e b•ol•unen 6 say�lar�n toplam�n� �c�karmal�y�z:

35 � 1 + 35 � 2 + � � � + 35 � 28 = 35 � (1 + 2 + � � � + 28) = 35 �
28 � 29

2
= 35 � 406 = 14:210:

Demek ki yan�t 71 :071  14:210 = 56:861 imi�s. (Bana g•uvenmeyip hesaplar� bir de siz
yap�n. Benim matemati�gim pek iyi de�gildir.)

3.120. 1, 4, 7, 10 gibi 3'•un katlar�na 1 eklenerek elde edilen say�lara \3 n + 1 t•ur•unden say�lar"
diyelim. 1 ve 100 dahil, 1'den 100'e kadar 3n +1 t•ur•unden say�lar�n toplam� ka�ct�r? E�ger
n = 0 ise 3n + 1 = 1, e�ger n = 33 ise 3n + 1 = 100 olur. Demek ki n en az 0, en fazla
33 olabiliyor. Dolay�s�yla 3 � 0 + 1'den 3 � 33 + 1'e kadar olan say�lar�, yani

3 � 0 + 1 ; 3 � 1 + 1 ; 3 � 2 + 1 ; : : : ; 3 � 33 + 1

say�lar�n� toplayaca�g�z. Burada tam 34 tane say� var. 1'leri to plarsak 34 eder. Bu 34'e
3'lerin katlar�n�n toplam�n�, yani

3� 0+3 � 1+3 � 2+ : : : +3 � 33+1 = 3 � (0+1+2+ � � � +33) = 3 �
33 � 34

2
= 3 � 33� 17 = 1683

say�s�n� eklemeliyiz. Sonu�c
1683 + 34 = 1717

�c�kar.
3.121. A�sa�g�daki toplamlar� hesaplayal�m:

1 = 1 = 1 2

1 + 3 = 4 = 2 2

1 + 3 + 5 = 9 = 3 2

1 + 3 + 5 + 7 = 16 = 4 2

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 25 = 5 2

Hep bir tamkare elde ediyoruz. Nitekim ilk n tek say�n�n toplam� her zaman bir karedir.
Bir kenar� 4 uzunlu�gunda olan bir kare alal�m ve kareyi a�sa�g� daki gibi 16 tane k•u�c•uk
kareye b•olelim. S�imdi kareleri a�sa�g�daki �sekildeki gibi sayal�m.

6Hen•uz asal say�lar� g•ormedik (yak�nda g•orece�giz) ama, oku run da �cok iyi bildi�gi gibi, 5'e
ve 7'ye b•ol•unen say�lar tam tam�na 35'e b•ol•unen say�lard �r.
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Sol alt k•o�sede 1 (beyaz) kare var. Bu kareye 3 (a�c�k gri) kare dok unur: biri sa�g�ndan,
biri tepesinden, •ob•ur•u de sa�g •ust k•o�sesinden (yani �c apraz�ndan.) Bu yeni kareye 5 yeni
kare (biraz daha koyu gri) dokunur: ikisi sa�g�ndan, ikisi tepes inden, biri de �capraz�ndan.
Sonra 7 yeni kare (koyu gri)... 1, 3, 5, 7, ... Bunlar�n toplam� k•u �c•uk karelerin say�s�na,
yani 42 'ye e�sit. G•or•uld•u�g•u gibi ilk 4 tek say�n�n toplam� 4 2 'dir.
_Ilk 5 karenin toplam�n�n ger�cekten 25 oldu�gunu g•ormek i�cin , yukar�daki karenin kuzey
ve do�gu s�n�rlar�na 9 kare daha ekleyelim: 4'•u do�guya, 4'•u k uzeye, 1'i de kuzeydo�guya.
Bu sefer 5� 5 boyutunda bir kare elde ederiz. Demek ki 1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 5 2 olur.

3.122. Yukar�daki e�sitli�gi biraz daha cebirsel bi�cimde kan �tlayal�m. _Ilk n tek say�y� yazal�m
•once:

1; 3; 5; : : : ; (2n  1):

Okur bunlar�n ger�cekten ilk n tek say� oldu�gunu kontrol etmelidir, •orne�gin n = 5 alarak.
Daha do�gru bir d•u�s•unme bi�cimi �s•oyledir: Tek say�lar 2 k  1 bi�ciminde yaz�l�r. En k•u�c•uk
tek say� k = 1 iken elde edilir. Bir sonraki k = 2 i�cin elde edilir. k = n oldu�gunda da
n'inci tek say�y� elde ederiz. k, 1'den n'ye kadar de�gi�sti�ginde 2 k  1 say�lar� 1'den 2n  1'e
kadar de�gi�sir ve al�nan k'lar�n say�s� tam tam�na n'dir. Bu say�lar� �s•oyle yazal�m:

0 + 1 ; 2 + 1 ; 4 + 1 ; : : : ; (2n  2) + 1 :

Yukar�daki listede tam n tane say� var ve her say�da bir tane +1 var. Bu +1'leri ayr�
toplayal�m. n tane +1 tabii ki n eder. S�imdi geri kalan

0; 2; 4; : : : ; (2n  2)

say�lar�n� toplayal�m. En ba�staki 0'� saymayal�m,

2; 4; : : : ; (2n  2)

say�lar�n� toplamal�y�z. Bu say�lar�n hepsi �cift oldu�gunda n, say�lar� 2'ye b•ol•up toplayal�m,
�c�kan� 2'yle �carpar�z:

2 + 4 + � � � + (2 n  2) = 2 � (1 + 2 + � � � + ( n  1)) = 2 �
(n  1)n

2
= n2  n:

Bu say�ya s•oz verdi�gimiz gibi +1'lerin toplam� olan n'yi eklersek n2 buluruz.

Al��st�rmalar

3.123. 20 ve 100 dahil, 20'den 100'e kadar olan say�lar�n toplam� ka�ct�r?
3.124. 1'den 100'e kadar olan 3'e b•ol•unen do�gal say�lar�n toplam� ka�ct�r?
3.125. 1'den 500'e kadar olan 7'ye b•ol•unen do�gal say�lar� n toplam� ka�ct�r?
3.126. 1'den 500'e kadar olan ama 7'ye b•ol•unmeyen do�gal say�lar�n toplam� ka�ct�r?
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3.127. 1'den 1000'e kadar olan ve 7'ye b•ol•unen ama 3'e b•ol•unmeyen do�gal say�lar�n toplam�
ka�ct�r?

3.128. 20 ve 100 dahil, 20'den 100'e kadar olan ve 5'e b•ol•unen say�lar�n toplam� ka�ct�r?
3.129. 1, 5, 9, 13 gibi 4'•un katlar�na 1 eklenerek elde edilen say�lara \4 n + 1 t•ur•unden say�lar"

diyelim. 1 dahil, 1'den 200'e kadar 4n + 1 t•ur•unden say�lar�n toplam� ka�ct�r?
3.130. 2, 7, 12, 17 gibi 5'in katlar�na 2 eklenerek elde edilen say�lara \5 n + 2 t•ur•unden say�lar"

diyelim. 1 ile 200 aras�nda olan 5n + 2 t•ur•unden say�lar�n toplam� ka�ct�r?
3.131. Sihirli Kare. 3 � 3 = 9 tane k•u�c•uk kareden olu�smu�s 3 � 3 boyutlu bir karenin i�cine

1'den 9'a kadar olan do�gal say�lar� •oyle yerle�stirin ki, her s�ran�n, her s•utunun ve her iki
�capraz�n say�lar�n�n toplam� hep e�sit �c�ks�n. _I�ste bir �c•oz•um:

8 1 6
3 5 7
4 9 2

Her s�ran�n, her s•utunun ve her iki �capraz�n say�lar�n�n topl am�n�n ancak 15'e e�sit ola-
bilece�gini kan�tlay�n.
1 � x < y < z � 15 e�sitsizliklerini ve ayn� zamanda x + y + z = 15 e�sitli�gini sa�glayan
t•um x, y ve z say�lar�n� bulun. x, y ve z'den birinin 5 oldu�gu ka�c �c•oz•um var? Buradan
karenin ortas�ndaki say�n�n hep 5 olmas� gerekti�gini �c�kar�n .

3.132. Bir •onceki al��st�rmadaki gibi bir say� karesine sihi rli kare ad� verilir. Yukar�daki sihirli
kare 3� 3 boyutundayd� ve 1'den 9'a kadar say�lar yer al�yordu. 4 � 4 boyutlu bir sihirli
karede 1'den 16'ya kadar say�lar yer al�r. n � n boyutundaki bir sihirli karenin sat�r,
s•utun ya da �caprazlar�n�n ortak toplam� (bu toplama sihirli to plam ad� verilir) ka�ct�r?
4� 4 boyutunda bir sihirli kare in�sa edin. 2 � 2 boyutunda sihirli kare olmad��g�n� g•osterin.



4. B•olme ve B•ol•unme

B•olme konusunu daha •once i�slemi�stik. Burada daha etra
�ca ele alaca�g�z. En
ba�stan ba�slay�p tan�mlar� tekrar etmenin bir zarar� olamaz.

N k•umesi �c�karma i�slemi alt�nda kapal� olmad��g� gibi, b•olme i�sle mi alt�nda
da kapal� de�gildir. Bir do�gal say�y� 0'a zaten b•olemeyiz, ama 0'dan fark l� do�gal
say�lar da �co�gu zaman birbirine (do�gal say�larda) b•ol•unmezler, me sela 48 say�s�
6'ya b•ol•un•ur (sonu�c 8 �c�kar) ama 6 say�s� 48'e do�gal say�larda b•ol•unmez,
�c•unk•u 6 =48 = 1=8 olur ve 1=8 bir do�gal say� de�gildir. Bu y•uzden \6, 48'i
do�gal say�larda b•olmez" diyece�giz.

B•olmenin matematiksel tan�m� �s•oyle: a ve b iki do�gal say� olsun. E�ger
ax = b e�sitli�gini sa�glayan bir x do�gal say�s� varsa a'n�n b'yi do�gal say�larda
b•old•u�g•u s•oylenir ve bu

ajb

olarak g•osterilir. Bu durumda a'n�n, b'nin bir b•oleni ya da bir �carpan� oldu�gu
s•oylenir. •Orne�gin 12'nin t•um b•olenleri 1, 2, 3, 4, 6, 12'dir.

Bazen \do�gal say�larda b•olmek" yerine k�saca \b•olmek" diyece�giz. •Orne�gin
2, 3'•u (do�gal say�larda) b•olmez, �c•unk•u 2 x = 3 e�sitli�gini sa�glayan bir x do�gal
say�s� yoktur; 2 sadece �cift do�gal say�lar� b•oler. •Ote yandan 3, 12'yi b•oler
�c•unk•u 3 x = 12 e�sitli�gini sa�glayan bir x do�gal say�s� vard�r: 4.

E�ger a, b'yi b•ol•uyorsa, b•olmenin tan�m�na g•ore, bir x do�gal say�s� i�cin
b = ax olur, dolay�s�yla

bN = ( ax)N = a(xN) � aN;

yani
bN � aN

olur. Bunun ters istikameti de do�grudur. Nitekim bN � aN varsay�m�n� ya-
pal�m. b = b � 1 oldu�gundan, b 2 bN olur; demek ki, bN � aN varsay�m�ndan
dolay�, b ayn� zamanda aN k•umesinin de bir •ogesidir, yani b, a'n�n bir do�gal
say� kat�d�r, yani bir x do�gal say�s� i�cin b = ax olur, yani a, b'yi b•oler. •Ozetle,

ajb ile bN � aN



60 4. Bölme ve Bölünme

•onermeleri matematiksel a�c�dan \e�sde�gerdir", yani biri do�gruysa di�geri de
do�grudur. Bu matematiksel e�sde�gerlik, matematikte simgesel olarak �s•oyle g•os-
terilir:

(1) ajb () bN � aN:

Aradaki () simgesi \ancak ve ancak" olarak okunur. Dikkat ederseniz sol
taraftaki ifade a ve b say�lar�yla ilgili, ama sa�g taraftaki ifade aN ve bN k•ume-
leriyle ilgili. Modern matematikte say�lardan ve •ogelerden ziyade k•umelere
odaklan�l�r.

•Ozel Durumlar. Verdi�gimiz tan�ma g•ore 1 t•um do�gal say�lar� b•oler. Nitekim
her b do�gal say�s� i�cin 1 x = b denkleminin bir �c•oz•um•u vard�r: x = b.

Ama 2 say�s� t•um do�gal say�lar� b•olmez; 2'nin b•old•u�g•u do�gal say� lara bi-
lindi�gi •uzere �cift do�gal say� denir. C� ift olmayan do�gal say�lara da tek do�gal
say� denir. C� ift do�gal say�lar bir n do�gal say�s� i�cin 2 n bi�ciminde yaz�l�r. Tek
do�gal say�lar ise bir n do�gal say�s� i�cin 2 n + 1 bi�ciminde yaz�l�r. Bu y•uzden �cift
do�gal say�lar k•umesi 2N, tek do�gal say�lar k•umesi de 2N + 1 olarak g•osterilir.

Tan�ma g•ore her say� 0'� b•oler. Nitekim a hangi do�gal say� olursa olsun,
ax = 0 denkleminin bir �c•oz•um•u vard�r, x = 0 bir �c•oz•umd•ur. Bunun •ozel bir
durumu olarak, 0'�n 0'� b•old•u�g•un•u g•or•uyoruz; ger�cekten de 0 x = 0 denkleminin
do�gal say�larda bir �c•oz•um•u vard�r, mesela x = 5. (Ama asl�nda her x do�gal
say�s� 0x = 0 denkleminin bir �c•oz•um•ud•ur.)

Gene tan�ma g•ore 0 sadece 0'� b•oler. Nitekim 0x = b denkleminin do�gal
say�larda sadeceb = 0 ise �c•oz•um•u vard�r. Her x i�cin 0 x = 0 oldu�gundan, her
say� 0x = 0 denkleminin bir �c•oz•um•ud•ur.

1 hangi do�gal say�lara b•ol•un•ur? 1 sadece 1'e b•ol•un•ur, ba�ska da b ir say�ya
b•ol•unmez. Bunun kan�t�n� okura b�rak�yoruz. Tabii kan�t, •onceki y�llardan bil-
diklerinize de�gil, verdi�gimiz tan�ma dayanmal�, yoksa 1'in sadece 1'e b•ol•und•u-
�g•un•u kre�steki bebeler de biliyor...

B•ut•un bu s•oylediklerimizi yukar�daki (1) e�sde�gerli�ginden de �c�karabilirdik.
Bu e�sde�gerlikte a = 1 al�rsak, 1'in t•um b do�gal say�lar�n� b•old•u�g•un•u g•or•ur•uz.
E�ger a = 0 al�rsak, 0'�n sadece 0'a b•ol•und•u�g•un•u g•or•ur•uz. E�ger b = 1 al�rsak,
1'in sadece 1'e b•ol•und•u�g•un•u g•or•ur•uz. E�ger b = 0 al�rsak, 0'�n her a do�gal
say�s�na b•ol•und•u�g•un•u g•or•ur•uz.

Her ne kadar 0 do�gal say�s� 0'� b•oler dediysek de \0 b•ol•u 0 diye bir say�
vard�r" demedik! Hen•uz \ b b•ol•u a" diye bir kavram tan�mlamad�k. _Ileride
(iki sonraki paragrafta!) \ b b•ol•u a" kavram�n� tan�mlad��g�m�zda a'n�n 0 olma-
mas�na •ozen g•osterece�giz.

Okurun burada anlat�lanlar� gayet iyi bildi�gini biliyorum. Amac�m mat e-
matikte tan�m�n •onemine dikkat �cekmek. Matematikte her kavram (k •ume ve
•ogesi olmak kavramlar� d��s�nda asl�nda) net bir bi�cimde tan�mlanmal �.
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•Ozellikler. xjy ili�skisinin birka�c •ozelli�gini a�sa�g�da s�ralad�k: Her x; y; z 2 N
i�cin

xjx
xjy ve yjx ise x = y
xjy ve yjz ise xjz
1jx
xj0
0jx ise x = 0

olur. _Ikinci •ozelli�gin tamsay�larda ge�cerli olmad��g�na dikkatinizi � cekeriz, nite-
kim  5 ve 5 birbirlerini tamsay�larda b•oler ama e�sit de�gildirler.

Al��st�rmalar

4.1. 8'in tam d•ort tane b•oleni vard�r: 1, 2, 4 ve 8. Tam d•ort tane b•oleni olan en k•u�c•uk say�
6'd�r: 1, 2, 3, 6. Tam d•ort tane b•oleni olan on tane daha say� bu lun.

4.2. Tek say�da b•oleni olan ilk on say�y� yaz�n. Ne farkediyors unuz? Farketti�ginizin nedenini
a�c�klayabilir misiniz? Yani farketti�ginizi kan�tlayabil ir misiniz?

4.3. Ne t•ur do�gal say�lar�n t•um b•olenleri tektir?
4.4. Hangi say�lar�n 1 d��s�ndaki t•um b•olenleri �cift say�d� r?
4.5. E�ger n tekse, n say�s�n�n 1 + 2 + � � � + n say�s�n� b•old•u�g•un•u kan�tlay�n. Ama n �ciftse bu

hi�cbir zaman do�gru olmaz.
4.6. Her n do�gal say�s� i�cin 3 say�s� n3  n'yi, 5 say�s� n5  n'yi, 7 say�s� n7  n'yi b•oler.

Bu •onermelerin do�grulu�gunu ister kan�tlay�n, ister birka�c •ornekle do�grulu�ga ikna olun.
(Bkz. Teorem 7.6.) Ama 2 9  2 say�s� 9'a b•ol•unmez.

B•ol•u. \ b b•ol•u a" kavram�n� matematiksel olarak tan�mlayal�m. a ve b birer
do�gal say� olsun. Diyelim b, a'y� (do�gal say�larda) b•ol•uyor, yani bir x do�gal
say�s� i�cin ax = b e�sitli�gi sa�glan�yor. E�ger ax = b e�sitli�gi tek bir x do�gal say�s�
i�cin sa�glan�yorsa, ki hemen hemen her zaman •oyle olur, o zamanx say�s�na
\ b b•ol•u a" deriz. •Orne�gin 3x = 12 e�sitli�ginin tek bir �c•oz•um•u vard�r: x = 4.
Dolay�s�yla \12 b•ol•u 3" say�s� 4'e e�sit olur. Bir ba�ska •ornek: E�ge r a 6= 0 ise,
o zaman da ax = 0 e�sitli�ginin tek bir �c•oz•um•u vard�r: x = 0; demek ki bu
durumda da \0 b•ol•u a" say�s� 0 olur.

Ama 0x = 0 e�sitli�ginin bir de�gil, sonsuz say�da �c•oz•um•u vard�r, he r do�gal
say� bu e�sitli�gin bir �c•oz•um•ud•ur. Demek ki \0 b•ol•u 0" diye bir say� yok. G•or•uld•u-
�g•u •uzere \ b b•ol•u a" kavram�n�n tan�m� \0 b•ol•u 0" diye bir say�n�n varl��g�n� ya-
sakl�yor. Tan�m�m�z \0 b•ol•u 0" ifadesini tan�mlamad��g�ndan, bazen \0 b• ol•u 0"
tan�ms�zd�r denir.

_Isteseydik, •ozel bir paragraf ay�rarak, \0 b•ol•u 0" ifadesini tan�mlay abilirdik,
mesela \0 b•ol•u 0, 5 olsun" diyebilirdik, ama istemedik, �c•unk•u \0 b•ol•u 0"
ifadesini tan�mlamak i�simize gelmez, tam tersine i�simizi zorla�st�r�r. \0 b•ol•u 0"
ifadesini tan�mlay�p tan�mlamamak tamamen bizim irademize kalm��st�r. E�ger
g•un•un birinde \0 b•ol•u 0"� 5 olarak tan�mlaman�n i�sinize gelece�gini g•or•urseniz,
hi�c �cekinmeyin!
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E�ger a 6= 0 ise, \0 b•ol•u a" diye bir say� vard�r, �c•unk•u e�ger a 6= 0 ise
ax = 0 denkleminin tek bir �c•oz•um•u vard�r, o da x = 0 �c•oz•um•ud•ur. Demek ki
e�ger a 6= 0 ise, \0 b•ol•u a" ifadesi tan�mlanm��st�r ve 0'a e�sittir. Bu dedi�gimiz
ger�cekle •ort•u�s•uyor, mesela 0 liray� 50 ki�si aras�nda e�sit p ayla�st�r�rsan�z her-
kese 0 lira d•u�ser! Yani \0 b•ol•u 50" ger�cek hayatta da 0'a e�sittir . Ama -
tekrarlayal�m- \0 b•ol•u 0" ifadesi tan�ms�zd�r, daha do�grusu tan�mlan mam��st�r,
•ozellikle tan�mlanmam��st�r, bilerek ve isteyerek tan�ms�z b�rak�lm��st�r.

\ a b•ol•u b" diye bir do�gal say� oldu�gunda bunun

a=bya da
a
b

ya da ab 1

olarak yaz�ld��g�n� •onceki e�gitim y�llar�m�zdan biliyoruz tabii. Bu konuya kesirli
say�lar konusuna geldi�gimizde daha fazla yer ay�raca�g�z.

Ortak B•olen. 11, hem 66'y� hem de 77'yi b•oler. Yani 11 say�s� 66 ve 77'nin
ortak b•olenidir, daha do�grusu iki ortak b•oleninden biridir, di�ger ortak b•oleni
1'dir.

6 hem 36'y� hem de 48'i b•oler. 6 say�s� 36 ve 48'in ortak b•olenidir. 12, bu
iki say�n�n bir ba�ska ortak b•olenidir. Bu iki say�y� 1, 2, 3, 4, 6 ve 12 b•oler, bu
say�lar 36'yla 48'in t•um ortak b•olenleridir.

1 her say�y� b•oler. 1'den ba�ska ortak b•oleni olmayan do�gal say�lara ara-
lar�nda asal denir. •Orne�gin 15 ve 22 aralar�nda asald�rlar. 6, 10 ve 15, iki�ser
iki�ser aralar�nda asal de�gildir ama hepsi birden aralar�nda asald�r, hepsini
b•olen yegâne do�gal say� 1'dir �c•unk•u. Ama 33 ve 77 aralar�nda asal de�gild ir,
her ikisi de 11'e b•ol•un•ur. 15, 21 ve 33 de aralar�nda asal de�gildir.

E�ger bir a say�s� b ve c'yi b•ol•uyorsa, o zaman o a say�s� b+ c'yi de b•oler.
Nitekim e�ger bir x 2 N i�cin ax = b ve bir y 2 N i�cin ay = c oluyorsa,

b+ c = ax + ay = a(x + y)

olur, yani a, b+ c'yi b•oler. Ayn� �sey b � c ise b c i�cin de do�grudur:

b c = ax  ay = a(x  y)

olur. Bu s•oylediklerimizden �su �c�kar: a � bolsun;a ve b'nin ortak b•olenleri a b
ve b'nin ortak b•olenleridir. Bu sayede iki say�n�n ortak b•olenlerin i kolayl�kla
bulabiliriz. Olduk�ca me�sakkatli hesaplar gerektiren bir •ornek verelim.

•Ornekler

4.7. Diyelim 43.725 ile 13.565'in ortak b•olenlerini bulmak is tiyoruz.

43:725 ile 13:565

say�lar�n�n ortak b•olenleri,

43:725 13:565 = 30:160 ile 13:565
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say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Ama bu iki say�n�n ortak b•olen leri

30:160 13:565 = 16:595 ile 13:565

say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Ama bu iki say�n�n ortak b•olen leri

16:595 13:565 = 3:030 ile 13:565

say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Ama bu iki say�n�n ortak b•olen leri

3:030 ile 13:565 3:030 = 10:535

say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Ama bu iki say�n�n ortak b•olen leri

3:030 ile 10:535 3:030 = 7:505

say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Ama bu iki say�n�n ortak b•olen leri

3:030 ile 7:505 3:030 = 4:475

say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Ama bu iki say�n�n ortak b•olen leri

3:030 ile 4:475 3:030 = 1:445

say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Ama bu iki say�n�n ortak b•olen leri

3:030 1:445 = 1:585 ile 1:445

say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Ama bu iki say�n�n ortak b•olen leri

1:585 1:445 = 140 ile 1:445

say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Ama bu iki say�n�n ortak b•olen leri

140 ile 1:445 140 = 1:305

say�lar�n�n ortak b•olenleridir. Bu s•ureci tabii ki devam ettire biliriz:

43.725 13.565
30.160 13.565
16.595 13.565
3.030 13.565
3.030 10.535
3.030 7.505
3.030 4.475
3.030 1.445
1.585 1.445

140 1.445
140 1.305
140 1.165
140 1.025

Biraz uzun s•urd•u, ki daha bitmedi, s•ureci devam ettirebiliriz . Ne zaman biter bu s•ure�c?
Hi�c bitmez ama iki say�dan biri 0 oldu�gunda bitirebiliriz; �c •unk•u iki say�dan biri 0
oldu�gunda b•uy•uk say�dan k•u�c•uk say�y� (0'�) �c�kard�� g�m�zda ayn� say�lar� buluruz ve
devam etmenin bir anlam� kalmaz. _Iki say�dan birinin 0 olmas� da bir •onceki a�samada
iki say�n�n birbirine e�sit olmas� demektir. E�ger yukar�daki s •ureci devam ettirirsek, bir
zaman sonra 5 ve 5 say�lar�na varaca�g�z. Demek ki 43.725 ile 13.565 say�lar�n�n ortak
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b•olenleri 5 ile 5 say�lar�n�n ortak b•olenleri ayn�ym��s, yani 43.725 ile 13.565 say�lar�n�n
ortak b•olenleri 5'in ortak b•olenleriymi�s yani sadece 1 ve 5'm i�s.
E�ger k•u�c•uk say�y� b•uy•uk say�dan teker teker �c�karmak yerine tek bir hamlede birka�c defa
�c�kar�rsak s•ure�c k�sal�r. •Orne�gin yukar�daki tabloda 43.725'ten 13.565'i pe�spe�se •u�c defa
�c�karm��s�z. Bunu tek bir hamlede yapsayd�k tablomuz daha d a k�sal�r. Bu yeni y•ontemle
tablo bir kitap sayfas�na s��gacak kadar k�salabilir:

43.725 13.565
3.030 13.565
3.030 1.445

140 1.445
140 45

5 45
5 5

Bu •ornekten sonra yukar�daki olguyu teorem olarak yazal�m:

Teorem 4.1. a; b ve x •u�c do�gal say� olsun. a ile b'nin ortak b•olenleriyle a+ bx
ile b'nin ortak b•olenleri ayn�d�r. Ayr�ca e�ger a � bx ise a ile b'nin ortak
b•olenleriyle a  bx ile b'nin ortak b•olenleri ayn�d�r.

Kan�t: _Ikinci •onermeyi kan�tlayal�m. E�ger bir d say�s� hem a'y� hem b'yi
b•ol•uyorsa, elbette bu d say�s�a  bx say�s�n� da b•oler. Di�ger istikamette: E�ger
bir d say�s� hema  bx'i hem de b'yi b•ol•uyorsa, elbette bu d say�s� a'y� da
b•oler �c•unk•u a = ( a  bx) + bx e�sitli�gi ge�cerlidir. Birinci •onermenin kan�t� da
benzerdir ve okura al��st�rma olarak b�rak�lm��st�r. �

B (a), a'n�n b•olenlerinden olu�san k•ume olsun. •Orne�gin

B (30) = f 1; 2; 3; 5; 6; 10; 15; 30g

ve B (0) = N olur. Tan�ma g•ore B (a) \ B (b) k•umesi a ve b'nin ortak b•olenleri
k•umesidir. Bu k•umeyi B (a; b) olarak g•osterelim:

B (a; b) = B (a) \ B (b) = f d 2 N : dja ve djbg:

Teoreme g•ore e�gera � b ise

B (a; b) = B (a  b; b)

olur. Ayr�ca B (a; b) = B (b; a) e�sitli�gi de bariz. Ve her n do�gal say�s� i�cin
B (a; an) k•umesi aynen a'n�n b•olenlerinden olu�sur, yani B (a; an) = B (a) olur.
Buradan B (a;0) = B (a) �c�kar. S�imdi bu olgular� kullanarak 375 ve 105'in
ortak b•olenlerini bulal�m:

B (375; 105) = B (270; 105) = B (165; 105) = B (60; 105)
= B (60; 45) = B (15; 45) = B (15)
= f 1; 3; 5; 15g:
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E�ger a ve b say�lar�n�n her ikisi birden 0 de�gilse, o zamanB (a; b) k•umesi
sonlu bir say� k•umesidir ve bu durumda en b•uy•uk bir •ogesi vard �r; bu durumda
B (a; b) k•umesinin en b•uy•uk •ogesine a ve b'nin en b•uy•uk ortak b•oleni ad�
verilir ve bu say� obeb(a; b) olarak, bazen de k�saca (a; b) olarak g•osterilir.
Yukar�da yapt��g�m�z hesaplardan obeb(375; 105) = 15 oldu�gu anla�s�l�yor. _Iki
pozitif say�n�n obeb'i en az 1 olmal�d�r elbette. _Iki say�n�n aralar�nda asal
olmas� i�cin de en b•uy•uk ortak b•olenlerinin 1 olmas� gerekir.

Bir •onceki •ornekten de hemen anla�s�laca�g� •uzere e�ger B (a; b) = B (d) ise, d
say�s� a ve b'nin en b•uy•uk ortak b•olenidir. Nitekim B (a; b) = B (d) e�sitli�gi, a
ve b'nin ortak b•olenlerinin aynen d'nin b•olenleri oldu�gunu s•oyl•uyor, demek ki
bu durumda d say�s� a ve b'nin en b•uy•uk ortak b•oleni olur. Bunu not edelim.

Teorem 4.2. a ve b her ikisi de 0 olmayan iki do�gal say� ve d = obeb(a; b)
olsun. O zamana ve b'nin ortak b•olenleri tam olarak d'nin b•olenleridir. �

A�sa�g�daki kolay sonucu da aradan �c�karal�m:

Teorem 4.3. a ve b her ikisi de 0 olmayan iki do�gal say� ve d 2 N olsun.
i. E�ger d = obeb(a; b) ise, a = da0 ve b = db0 e�sitliklerini sa�glayan birbirine
asal a0 ve b0 do�gal say�lar� vard�r.
ii. E�ger a ve b birbirine asal iki pozitif do�gal say� ise, her d > 1 do�gal say�s�
i�cin d = obeb(da; db) olur.

Kan�t: •Once birinci •onermeyi kan�tlayal�m. d = obeb(a; b) oldu�gundan, d
say�s� hema hem deb say�s�n� b•oler. Dolay�s�yla a = da0 ve b = db0 e�sitliklerini
sa�glayan a0ve b0do�gal say�lar� vard�r. S�imdi a0ve b0say�lar�n�n birbirine asal ol-
duklar�n� kan�tlayal�m. E�ger 0 < e do�gal say�s� a0 ve b0 do�gal say�s�n� b•ol•uyorsa
o zaman,a = da0 ve b = db0 e�sitliklerinden dolay�, de say�s� hema'y� hem de
b'yi b•oler, yani de say�s� a ve b'nin ortak b•olenidir. Ama d � de oldu�gundan,
bundan d = de ve e = 1 �c�kar. Demek ki a0 ve b0 birbirine asal do�gal say�lard�r.

S�ra ikinci •onermeye geldi. Bir an i�cin ikinci •onermenin yanl� �s olabilece�gini
varsayal�m. •Onermenin yanl��s oldu�gu do�gal say�lar aras�ndan a+ b toplam�n�n
en k•u�c•uk oldu�gu a ve b say�lar�n� se�celim. E�ger a = b ise, a ile b aralar�nda
asal olduklar�ndan, a = b = 1 olmal� ve bu durumda •onerme elbette do�gru.
Bundan b•oyle a 6= b varsay�m�n� yapal�m. Diyelim b < a. O zaman b ile a  b
de aralar�nda asal oldu�gundan ve bu iki say�n�n toplam� olanb+ ( a  b) say�s�,
yani a say�s� a + b toplam�ndan k•u�c•uk oldu�gundan,

obeb(d(a  b); db) = d

olur. Ayr�ca

obeb(d(a  b); db) = obeb(da  db; db) = obeb(da; db)

oldu�gundan istedi�gimiz kan�tlanm��s olur. �
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Notlar

4.8. Metinde obeb(0; 0)'� tan�ms�z b�rakt�k. Baz� durumlarda obeb(0 ; 0) = 0 tan�m�n� yapmak
yararl� olur. Mesela bu tan�mla istisnas�z her n do�gal say�s� i�cin obeb(0 ; n) = n olur,
yani bu tan�m sayesinde, 0, obeb i�sleminin etkisiz •ogesi olur.

4.9. Her n do�gal say�s� i�cin obeb(1 ; n) = 1 oldu�gundan, 1, obeb i�sleminin yutan •ogesidir.
( •Orne�gin 0 da �carpma i�sleminin yutan •ogesidir. Toplama i�ci n yutan •oge yoktur.)

4.10. obeb(x; y ) = obeb( y; x) e�sitli�gi bariz, yani obeb i�slemi de�gi�sme •ozelli�gin i sa�glar.
4.11. Yukar�daki notlarda da f�s�ldad��g�m�z gibi, obeb, ayne n toplama ve �carpma gibi ikili bir

i�slemdir. Birle�sme •ozelli�gini bile sa�glar: Her a; b; c do�gal say�s� i�cin,

obeb(a; obeb(b; c)) = obeb(obeb( a; b); c)

olur. Bunun kan�t� olduk�ca kolayd�r ve okura al��st�rma olarak b�rak�lm��st�r. Dolay�s�yla
bu ifadeler yerine

obeb(a; b; c)

yazabiliriz. Gelecekte •oyle de yapaca�g�z. obeb(a; b; c) say�s�, a'y�, b'yi ve c'yi b•olen en
b•uy•uk do�gal say�d�r; bunun tek istisnas� a = b = c = 0 oldu�gu durumdur. Genel olarak,
e�ger X , hepsi 0 olmayan ve bo�sk•ume olmayan bir do�gal say� k•umes iyse, obebX , X 'in
ortak b•olenlerinin en b•uy•u�g•un•u simgeleyecek.

•Ornekler

4.12. E�ger d say�s� a'y� b•ol•uyorsa, o zaman a=d say�s� da a'y� b•oler. Yani her d b•oleninin
bir \arkada�s�" vard�r, o arkada�s da a=d b•olenidir. •Orne�gin 2, 42'yi b•oler, bu y•uzden de
21, 42'yi b•oler. Bu y•uzden b•olenler genelde iki�ser iki�s er gelirler. 42'nin t•um b•olenlerini
arkada�slar�n� yanyana yazmak suretiyle yazal�m:

1 42
2 21
3 14
6 7

G•or•uld•u�g•u •uzere 42'nin tam 8 tane b•oleni var. Ama bazen bir b•olenin arkada�s� yine
kendisidir, yani d b•oleni arkada�s� olan a=d say�s�na e�sit olabilir, yani d = a=d olabilir.
Bu da ancak a = d2 ise m•umk•und•ur. Demek ki kare say�lar�n b•olen say�s� tektir, kare
olmayan say�lar�n b•olen say�s� ise �cifttir. •Orne�gin 36 say�s�n�n b•olenleri �sunlard�r:

1 36
2 18
3 12
4 9
6 6

Toplam 7 tane, �c•unk•u 6'n�n arkada�s� gene 6; 6 b•oleni d��s �nda di�ger t•um b•olenler ar-
kada�slar�yla birlikte iki�ser iki�ser geliyor.

4.13. (5N + 2) \ (3N + 1) = 15 N + 7 e�sitli�gini kan�tlayal�m.
•Once 15N + 7 � (5N + 2) \ (3N + 1) i�cindeli�gini kan�tlayal�m. Sol taraftaki k•umeden
herhangi bir say� alal�m, diyelim 15 n + 7 say�s�n� ald�k.

15n + 7 = 3(5 n + 2) + 1 2 3N + 1

ve
15n + 7 = 5(3 n + 1) + 2 2 5N + 2
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oldu�gundan istedi�gimiz kan�tlanm��st�r. Bu kolay istika metti. S�imdi di�ger istikameti ka-
n�tlayal�m.
(5N + 2) \ (3N + 1) k•umesinden rastgele bir a se�celim ve bu say�y� x ve y do�gal say�lar�
i�cin 5 x + 2 ve 3y + 1 bi�ciminde yazal�m. Demek ki

a = 5 x + 2 = 3 y + 1 :

Buradan
6a = 30x + 12 ve 5a = 15y + 5

buluruz. Taraf tarafa �c�kar�rsak,

a = 6 a  5a = (30 x + 12)  (15y + 5) = 15(2 x  y) + 7 2 15N + 7

buluruz. (Neden 2x  y negatif bir say� olamaz?)
4.14. Her ne kadar hen•uz tan�mlamam��ssak da okurun tamsay� larla a�sina oldu�gunu biliyoruz.

Bu •ornekte bir ara do�gal say�lar yerine tamsay�larda �cal��sa ca�g�z ve tamsay�larda �c�karma
yapabilece�gimizden her �sey �cok daha kolay olacak. n herhangi bir do�gal say� olsun. 3 n  2
ile 5n + 4'•un ortak b•olenleri k•umesini bulal�m:

B (3n  2; 5n + 4) = B (3n  2; 2n + 6) = B (n  8; 2n + 6)
= B (n  8; n + 14) = B ( 22; n + 14) = B (22; n + 14)
= B (22; n  8) � B (22) = f 1; 2; 11; 22g

Her �sey n  8'in 2'ye ve 11'e b•ol•un•up b•ol•unmemesine ba�gl�.
n  8'in 2'ye b•ol•unmesiyle n'nin �cift olmas� ayn� �sey.
n  8'in 11'e b•ol•unmesi de n 2 11N + 8 demek.
Demek ki

B (3n  2; 5n + 4) =

8
>><

>>:

f 1; 2; 11; 22g e�ger n 2 2N \ (11N + 8) = 22 N + 8 ise
f 1; 11g e�ger n 2 (2N + 1) \ (11N + 8) = 22 N + 19 ise
f 1; 2g e�ger n 2 2N ama n =2 11N + 8 ise
f 1g e�ger n 2 2N + 1 ama n =2 11N + 8 ise

4.15. n > 0 bir do�gal say� olsun. n'den k•u�c•uke�sit ve n'ye asal olan do�gal say� say�s� ' (n) olarak
g•osterilir. ' 'ye Euler ' fonksiyonu ad� verilir 1 . •Orne�gin ' (6) = 2 olur �c•unk•u 6'dan
k•u�c•uk sadece 1 ve 5 do�gal say�lar� 6'ya asald�r. Birka�c •orn ek a�sa�g�da:

' (1) = 1
' (2) = 1
' (3) = 2
' (4) = 2
' (5) = 4
' (6) = 2
' (7) = 6
' (8) = 4

E�ger n ve m say�lar� aralar�nda asalsa ' (nm) = ' (n)' (m) olur. Bu olguyu bu kitapta
kan�tlamayaca�g�z.

4.16. Herhangi bir do�gal say� alal�m, diyelim 12'yi ald�k. 1 2'nin b•olenlerini yazal�m:

1; 2; 3; 4; 6; 12:

1 ' , Yunan alfabesinin k•u�c•uk f har�dir ve \�" olarak okunur. B•uy •uk harf �, � olarak
yaz�l�r.
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S�imdi bu say�lar�n ' 'lerini (bkz. bir •onceki •ornek) hesaplay�p toplayal�m:

' (1) + ' (2) + ' (3) + ' (4) + ' (6) + ' (12) = 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 4 = 12 :

Sonu�c 12 �c�kt�, ba�slad��g�m�z say�y� bulduk. Ba�ska bir say�yla ayn� deneyi yapal�m, mesela
14 ile. 14'•un b•olenleri 1, 2, 7 ve 14. Bu say�lar�n ' 'lerini al�p toplayal�m:

' (1) + ' (2) + ' (7) + ' (14) = 1 + 1 + 6 + 6 = 14 :

Yine ba�slad��g�m�z say�y� bulduk. Hangi say�y� al�rsan�z a l�n, b•olenlerinin ' 'lerini toplar-
san�z hep say�n�n kendisini bulursunuz! S�a�s�rt�c� de�gil m i? S�a�s�rt�c� ama do�gru ve kan�t�
da �cok �cok zor de�gil. Gene de bu a�samada kan�t� vermeyece�giz, bkz. [4. Kitap, •Ornek
2.7].

Al��st�rmalar

4.17. 3.969 ile 15.435'in t•um ortak b•olenlerini bulun.
4.18. 13.969 ile 15.435'in t•um ortak b•olenlerini bulun.
4.19. n herhangi bir do�gal say� olsun. n ile n + 1'in ortak b•olenlerini bulun.
4.20. Hangi n do�gal say�lar� i�cin n ile n + 2 aralar�nda asald�r?
4.21. Hangi n do�gal say�lar� i�cin n ile n + 18 aralar�nda asald�r?
4.22. Hangi n do�gal say�lar� i�cin n ile 3n + 15 aralar�nda asal de�gildir?
4.23. Hangi n do�gal say�lar� i�cin 2 n + 7 ile 3 n + 8 aralar�nda asald�r?
4.24. Hangi n ve k do�gal say�lar� i�cin n ile nk + 3 aralar�nda asald�r?
4.25. Hangi n do�gal say�lar� i�cin n ile n2  n + 3 aralar�nda asald�r?
4.26. 2N \ (11N + 8) = 22 N + 8 e�sitli�gini kan�tlay�n.
4.27. (2N + 1) \ (11N + 8) = 22 N + 19 e�sitli�gini kan�tlay�n.
4.28. (3N + 1) \ (4N + 3) = 12 N + 7 e�sitli�gini kan�tlay�n.
4.29. (2N + 1) \ (3N + 1) k•umesini aN + b bi�ciminde yaz�n.
4.30. (3N + 2) \ (4N + 3) k•umesini aN + b bi�ciminde yaz�n.
4.31. (6N + 1) \ (8N + 1) k•umesini aN + b bi�ciminde yaz�n.
4.32. n � 1 bir do�gal say� olsun. 4 n  3 ile 7n + 2 say�lar�n�n en fazla iki ortak b•oleni olabile-

ce�gini kan�tlay�n. Bu ortak b•olenler hangi say�lar olabil ir?
4.33. n bir do�gal say� olsun. n2 + 2 = ( n + 2)( n  2) + 6 e�sitli�ginden hareketle

B (n2 + 2 ; n + 2) � f 1; 2; 3; 6g

e�sitli�gini kan�tlay�n. ebob( n2 + 2 ; n + 2) hangi de�gerleri alabilir? obeb(2002 2 + 2 ; 2002 +
2) = 6 e�sitli�gini kan�tlay�n.

Notlar

4.34. n > 0 bir do�gal say� olsun. n'yi b•olen do�gal say�lar�n toplam� � (n) olarak yaz�l�r 2 .
•Orne�gin

� (12) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = 28

olur.
E�ger n ve m aralar�nda asal iki say�ysa,

� (nm) = � (n)� (m)

2 � , Yunan alfabesinin s har�dir, \sigma" olarak okunur. Bu sigman�n k•u�c•uk harf �seklidir;
b•uy•uk harf sigma, � olarak yaz�l�r.
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e�sitli�gini kan�tlamak �cok zor de�gildir. (Ama bu kitapta kan�tlamayaca�g�z.) •Orne�gin

� (3) = 1 + 3 = 4 ve � (4) = 1 + 2 + 4 = 7

oldu�gundan,
� (12) = � (3 � 4) = � (3)� (4) = 4 � 7 = 28

olur, aynen biraz •once hesaplad��g�m�z gibi.
4.35. n > 0 do�gal say�s� i�cin, � 0(n), n'nin n'den farkl� b•olenlerinin toplam�n� simgelesin. •Or-

ne�gin
� 0(12) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 = 16

olur. E�ger
� 0(n) = n

e�sitli�gi sa�glan�rsa n'ye m•ukemmel say� denir. •Orne�gin 6 m•ukemmel bir say�d�r �c•unk•u

� 0(6) = 1 + 2 + 3 = 6

olur. 6 ayr�ca ilk m•ukemmel say�d�r. Bir sonraki m•ukemmel say� 28'dir:

� 0(28) = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28 :

Sonraki iki m•ukemmel say� 496 ve 8128'dir. Bu ilk d•ort m•ukemm el say�y� M. •O. 4'•un-
c•u y•uzy�lda ya�sam��s olan •Oklid de biliyordu. Daha sonra ba�ska m•ukemmel say�lar da
bulunmu�stur ama hepsi �cift say�d�r. Bug•un hâlâ daha m•uk emmel olan bir tek say�n�n
varl��g� ya da yoklu�gu bilinmiyor. Bu soru g•un•um•uz matemat i�ginin en •unl•u sorular�ndan
biridir. Bu konu hakk�nda Not 5.29'da daha fazla bilgi bulabili rsiniz.

4.36. Collatz San�s�. 1'den b•uy•uk herhangi bir do�gal say� se�cin. Say� �ciftse ik iye b•ol•un, tekse
•u�cle �carp�p bir ekleyin. Elde etti�giniz yeni say�ya tekl i�gine ve �ciftli�gine g•ore yine bu
i�slemlerden birini uygulay�n. Diyelim 7'yi se�ctik. 7, tek ol du�gundan, 7'yi •u�cle �carp�p 1
ekleyelim. 22 elde ettik. 22 �cift oldu�gundan, 22'yi ikiye b •olmeliyiz, 11 elde ettik. 11 tek.
Demek ki 11'i •u�cle �carp�p 1 ekleyece�giz. 34 elde ederiz. 34' •u ikiye b•olelim. 17 bulduk...
Bunu b•oylece s•urd•urelim. _I�ste elde edece�gimiz dizi:

7; 22; 11; 34; 17; 52; 26; 13; 40; 20; 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1:

1'e ula�st��g�m�zda dural�m. Ba�ska say�larla da ba�slayabi liriz:

3; 10; 5; 16; 8; 4; 2; 1:
9; 28; 14; 7; : : : (7'yle ba�slayan dizideki gibi 1'e ula�s�r�z.)
15; 36; 18; 9; : : : (9'la ba�slayan bir •onceki dizideki gibi 1'e ula�s�r�z.)
19; 58; 29; 88; 44; 22; 11; : : : (7'yle ba�slayan dizide 11 var.)
29; 88; 44; 22; 11; 58; 29; : : : (7'yle ba�slayan dizide 11 var.)
51; 154; 77; 232; 116; 58; 29; : : : (29'la ba�slayan dizideki gibi 1'e ula�s�r�z.)
100; 50; 25; 76; 38; 19; : : : (19'la ba�slayan dizideki gibi 1'e ula�s�r�z.)
101; 304; 152; 76; : : : (100'le ba�slayan dizide 76 var.)

Deneyin, hangi say�yla ba�slarsan�z ba�slay�n, bir zaman son ra hep 1'e ula�sacaks�n�z. A�sa-
�g�daki resim baz� k•u�c•uk say�lar�n 1'e ula�sma h�z�n� g•os teriyor; bir •ust kattan bir alt kata
ge�ciliyor.
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32768 ; 5461 ; 5460 ; 5456 ; 909 ; 908 ; 151 ; 5440 ; 906 ; 1356 ; 4376 ; 848 ; 141 ; 140 ; 23; 832 ; 138 ; 136 ; 22; 768
16384 ; 2730 ; 2728 ; 454 ; 2720 ; 453 ; 678 ; 2688 ; 424 ; 70; 416 ; 69; 68; 11; 384

8192 ; 1365 ; 1364 ; 227 ; 1360 ; 339 ; 1344 ; 212 ; 35; 208 ; 34; 192
4096 ; 682 ; 680 ; 113 ; 672 ; 106 ; 104 ; 17; 96

2048 ; 341 ; 340 ; 336 ; 320 ; 53; 52; 48
1024 ; 170 ; 168 ; 160 ; 26; 24

512 ; 85; 84; 80; 13; 12
256 ; 42; 40; 6
128 ; 21; 20; 3

64; 10
32; 5

16
8
4
2
1

Nereden biliyoruz hep 1'e ula�saca�g�m�z�? Asl�nda bilmiyoru z... Ama •oyle san�l�yor. C� •un-
k•u bir�cok say� denenmi�s ve hep 1'e ula�s�lm��s. Her say� de nenmemi�s elbet. Ama ilk 1
milyar say� denenmi�s ve hep 1'e ula�s�lm��s. T•um say�lar� d enemeye zaman yetmez! Ka-
n�tlamak laz�m.
Her say�ya bu i�slemi uygulad��g�m�zda, hep 1'e ula�saca�g �m�z� kan�tlayabilir miyiz? Mate-
matik�ciler bug•une de�gin bunu ne kan�tlayabilmi�sler ne de 1'e ula�smayan bir do�gal say�
bulabilmi�sler. Baz�lar� u�gra�s�yor... Bu san�ya Collatz san�s� ad� verilir.



5. Asal Say�lar

1 ve kendisinden ba�ska say�ya b•ol•unmeyen say�laraasal say� ad� verilir, yaln�z
teknik nedenlerden dolay� 1 asal say� kabul edilmez.

•Orne�gin 2 ve 3 asal say�d�r, ama 4 de�gildir, �c•unk•u 4 say�s� 2'ye b•ol•un•ur.
5 asald�r ama 6 de�gildir, �c•unk•u 6 say�s� 2 ve 3'e b•ol•un•ur. 1 de , sadece 1
oldu�gundan, ba�ska nedenden de�gil, asal de�gildir. _I�ste ilk birka�c asal say�:

2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53:

Asal say�lar k•umesini P ile g•osterece�giz:

P = f 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43; 47; 53; : : : g:

0 say�s� asal de�gildir �c•unk•u •orne�gin 26'ya b•ol•un•ur.
Asl�nda \asal say�" yerine \indirgenemez say�" demek daha do�gru olurdu

ama \asal say�" o kadar yayg�n kullan�l�yor ki de�gi�stirmeyi uygun bulm ad�k1.
Asal say�lar hem �cok •onemli hem de �cok gizemlidir. •Orne�gin �sifrelemede

yo�gun olarak kullan�l�rlar. •Ozel mesajlar�n�z�n •u�c•unc•u ki�siler taraf�ndan okun-
mamas�, banka hesaplar�n�za ba�skalar�n�n girememesi, asker̂� yaz��smalar�n giz-
lilik i�cinde yap�labilmesi i�cin �cok b•uy•uk asal say�lara ihti ya�c vard�r. Ama �sif-
relemeye kadar gitmeye gerek yok, asal say�lar sadece varl�klar�yla •onemlidir!
_Insanlar asal say�lar� sadece teknolojik uygulamalar�ndan dolay� de�gil,merak-
lar�ndan da ara�st�rmaktad�rlar.

Bug•un matematikte asal say�larla ilgili yan�t� bilinmeyen bir�cok soru vard�r.
Bu sorulardan baz�lar�n� bu b•ol•umde ve bu ve sonraki kitaplarda g•orece�giz.

K•u�c•uk asal say�lar� bulmak kolay. B•uy•uk asal say�lar� bulmak da t eorik
olarak zor de�gil, 2'den ba�slayarak, asal olup olmad��g�n� anlamaya �cal��st ��g�m�z
say�y� kendisinden k•u�c•uk say�lara b•olmeye �cal��s�n, sadece 1'e ve kendisine b•o-
l•un•uyorsa asald�r. •Orne�gin 611.953 say�s� belli ki 2'ye b•ol•unm•uyor, 3'e de

1Asal say�n�n matematiksel tan�m� asl�nda �s•oyledir: \Bir p 6= 0 ; 1 do�gal say�s� her ab �car-
p�m�n� b•old•u�g•unde illa a'y� ya da b'yi b•olmek zorunda kal�yorsa, p'ye asal say� denir." Teorem
6.1'de, yukar�daki metinde verilen tan�mla bu dipnotta verile n tan�m aras�nda matematiksel
anlamda bir ayr�m olmad��g�n� g•orece�giz, yani bir say� bir a nlamda asalsa, di�ger anlamda da
asald�r.
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b•ol•unm•uyor, 2'ye b•ol•unmedi�ginden 4'e ve 6'ya da b•ol•unmez, b elli ki 5'e de
b•ol•unm•uyor, denerseniz 7'ye de b•ol•unmedi�gini anlars�n�z. B unu b•oyle devam
etmek gerekiyor. Tabii 611.954 ve sonras�na da b•ol•unmez. Demek ki 611.952'ye
kadar denemek yetiyor. Baya�g� bir i�s...

Eski Yunanl�lar zaman�ndan beri bilinen bu y•ontem bir say�n�n asal olup
olmad��g�n� anlamak i�cin en basit ama �cok yava�s sonu�c veren y•ontemd ir. Bug•un
daha h�zl� sonu�c veren �cok daha so�stike y•ontemler biliniyor. •Orne�gimizdeki
611.953 �cok b•uy•uk bir say� de�gil, bu say�n�n asal olup olmad��g�n� hemen anla-
yan bilgisayar programlar� var, ama daha b•uy•uk say�lar�n asal olup olmad��g�n�
anlamak y•uzlerce makineyi binlerce y�l me�sgul edebilir.

Eski Yunanl�lardan beri bilinen k•u�c•uk asallar� bulma y•ontemin i a�c�klaya-
l�m. A�sa�g�daki gibi bir tablo haz�rlayal�m.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
90 91 92 93 94 95 96 97 98 99

Biz tabloyu 10'a 10 boyutunda haz�rlad�k, daha b•uy•uk ya da daha k•u�c•uk
boyutlarda bir tablo yap�labilir. S�imdi bu tablodan asal olmayan say� lar� teker
teker silece�giz, geriye sadece asal olanlar kalacak.

_Ilk olarak 0 ve 1'i silelim, bu iki say�n�n asal olmad��g�n� biliyoruz. S onra
silinmemi�s ilk say� olan 2'yi ele alal�m. 2'nin alt�n� �cizelim (ya da 2'yi �cember
i�cine alal�m) ve 2 d��s�nda 2'ye b•ol•unen 4, 6, 8 gibi t•um �cift say� lar� silelim. Bu
a�samada tablo �su durumdad�r:

�0 �1 2 3 �4 5 �6 7 �8 9
��10 11 ��12 13 ��14 15 ��16 17 ��18 19
��20 21 ��22 23 ��24 25 ��26 27 ��28 29
��30 31 ��32 33 ��34 35 ��36 37 ��38 39
��40 41 ��42 43 ��44 45 ��46 47 ��48 49
��50 51 ��52 53 ��54 55 ��56 57 ��58 59
��60 61 ��62 63 ��64 65 ��66 67 ��68 69
��70 71 ��72 73 ��74 75 ��76 77 ��78 79
��80 81 ��82 83 ��84 85 ��86 87 ��88 89
��90 91 ��92 93 ��94 95 ��96 97 ��98 99
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Sildiklerimizin asal olamayaca�g�n� biliyoruz, �c•unk•u bunlar 2'ye b•ol•unen
2'den b•uy•uk say�lar. Teker teker asal olmayan say�lar� silece�gizve geriye sadece
asal say�lar kalacak, yani say�lar� bir nevi elekten ge�cirece�giz.

S�imdi dokunmad��g�m�z ilk say� olan 3'•u ele alal�m. 3'•un alt�n� �ciz ip, 3'e
b•ol•unen 3 d��s�ndaki di�ger t•um say�lar� eleyelim. (Daha •once elenmi�sleri bir
daha elemenin anlam� yok!) Tablo �simdi �s•oyle:

�0 �1 2 3 �4 5 �6 7 �8 �9
��10 11 ��12 13 ��14 ��15 ��16 17 ��18 19
��20 ��21 ��22 23 ��24 25 ��26 ��27 ��28 29
��30 31 ��32 ��33 ��34 35 ��36 37 ��38 ��39
��40 41 ��42 43 ��44 ��45 ��46 47 ��48 49
��50 ��51 ��52 53 ��54 55 ��56 ��57 ��58 59
��60 61 ��62 ��63 ��64 65 ��66 67 ��68 ��69
��70 71 ��72 73 ��74 ��75 ��76 77 ��78 79
��80 ��81 ��82 83 ��84 85 ��86 ��87 ��88 89
��90 91 ��92 ��93 ��94 95 ��96 97 ��98 ��99

Sonra, dokunulmayan ilk say� olan 5'i ele alal�m. 5'in alt�n� �cizelim ve 5'e
b•ol•unen 5'ten b•uy•uk say�lar� silelim.

Ard�ndan, dokunulmam��s ilk say� olan 7'yi ele alaca�g�z.
Bu y•onteme b•oyle devam edelim. 50'den sonraki say�lar� ele almaya ge-

rek yok, �c•unk•u asal olmayan 100'den k•u�c•uk bir say� mutlaka 50'den k •u�c•uk
bir say�ya b•ol•un•ur. Ama asl�nda 10'a kadar olan say�lar� ele almak yeter,
�c•unk•u 100'den k•u�c•uk asal olmayan bir say� mutlaka 10'dan k•u�c•uk bir say�ya
b•ol•un•ur. (Neden?)

En sonunda elimizde �su tablo kal�r:

�0 �1 2 3 �4 5 �6 7 �8 �9
��10 11 ��12 13 ��14 ��15 ��16 17 ��18 19
��20 ��21 ��22 23 ��24 ��25 ��26 ��27 ��28 29
��30 31 ��32 ��33 ��34 ��35 ��36 37 ��38 ��39
��40 41 ��42 43 ��44 ��45 ��46 47 ��48 ��49
��50 ��51 ��52 53 ��54 ��55 ��56 ��57 ��58 59
��60 61 ��62 ��63 ��64 ��65 ��66 67 ��68 ��69
��70 71 ��72 73 ��74 ��75 ��76 ��77 ��78 79
��80 ��81 ��82 83 ��84 ��85 ��86 ��87 ��88 89
��90 ��91 ��92 ��93 ��94 ��95 ��96 97 ��98 ��99

Yukar�daki tabloya Eratosthenes kalburu (ele�gi) ad� verilir, yani say�lar�
kalburdan ge�ciriyoruz, asal olmayanlar ay�klan�yor, geriye asallar kal�yor. Yu-
kar�daki tabloda alt� �cizili say�lar�n hepsi asald�r ve bunlar, 1'den 100'e kadar
olan asallar�n t•um•ud•ur.
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Demek ki 100'den k•u�c•uk 25 asal vard�r, yani 100'den k•u�c•uk say�lar�n d•ortte
biri asald�r. Bu oran giderek azal�r ve �cok daha ileri matematikte asallar�n
oran�n�n giderek azald��g� kan�tlanabilir.

Al��st�rmalar

5.1. 101 ve 221 say�lar� asal m�d�r?
5.2. 200'den k•u�c•uk tam 46 tane asal say� vard�r. Hepsini bul un.
5.3. 300'den k•u�c•uk tam 62 tane asal say� vard�r. Bo�s zaman� n�z varsa hepsini bulun. S•urecin

giderek daha fazla zaman ald��g�n� g•oreceksiniz.
5.4.  = N n f 0; 1g olsun P =  n   e�sitli�gini g•osterin.
5.5. P � P k•umesinin en k•u�c•uk on •ogesini bulun.
5.6. 2 d��s�nda t•um asal say�lar tek say�d�r elbette. Dolay� s�yla n2 + 1 say�s�n�n asal olmas�

i�cin ya n = 1 olmal�d�r ya da n �cift olmal�d�r. Nitekim n = 1 ; 2; 4; 6 i�cin n2 + 1 bir
asald�r, s�ras�yla 2, 5, 17, 37 elde ederiz. Aman = 8 i�cin n2 + 1 = 65 elde edilir ve 65
asal de�gildir. n = 18 ; 28; 38 gibi son rakam� 8 olan say�lar i�cin de bir asal elde etmeyiz.
Neden? Son rakam� 2, 3 ya da 7 olanlar i�cin ne diyebilirsiniz?

5.7. n2  1 t•ur•unden say�lar sadece n = 2 i�cin asal olabilirler. Neden?
5.8. n3  n + 3 t•ur•unden say�lar 3'e b•ol•un•urler, dolay�s�yla n = 1 haricinde asal olamazlar.

Bu say�lar neden hep 3'e b•ol•un•uyor?
5.9. E�ger n 2 3N + 1 ve n 6= 1 ise n2 + n + 1 say�s�n�n asal olamayaca�g�n� kan�tlay�n.

5.10. n2 + n + 1 say�s�n�n asal oldu�gu 10 tane n do�gal say�s� bulun.
5.11. E�ger n = 0 ; 1; 2; : : : ; 39 ise n2 + n + 41 say�s�n�n asal oldu�gu biliniyor (Euler, 1772).

E�ger n = 40 ; 41 isen2 + n + 41 say�s�n�n asal olmad��g�n� g•osterin.
5.12. [AAZ, sayfa 6] 3n  4, 4n  5 ve 5n  3 say�lar�n�n hepsinin asal oldu�gu t•um n pozitif

do�gal say�lar� bulun. ( _Ipucu: •Once bu •u�c say�dan en az birinin �cift olmas� gerekti�gini
kan�tlay�n.)

5.13. p 6= 0 ; 1 �su •ozelli�gi sa�glayan bir do�gal say� olsun: Her x; y 2 N i�cin pjxy ise ya pjx ya
da pjy. Bu durumda p'nin asal oldu�gunu kan�tlay�n. (Bu •onerme ve bu •onermenin t ers
istikameti Teorem 6.1'de kan�tlanacak.)

Notlar

5.14. Bas�nda bir iki y�lda bir \en b•uy•uk asal say� bulundu " gibi haberler �c�kar. Oysa asal
say�lar sonsuz say�dad�r ve en b•uy•u�g•u olamaz. Her asal s ay�dan daha b•uy•uk bir ba�ska
asal say� daha vard�r. •Orne�gin 100'den b•uy•uk bir asal say� bulmak istiyorsan�z, 1 00! + 1
say�s�n� b•olen bir asal say� bulun, illa ki 100'den b•uy•uk olmak zorunda olacakt�r. Daha
iyisini de yapabiliriz: Bildi�giniz t•um asallar� �carp�p, �c �kan say�ya 1 ekleyin. Elde etti�giniz
say� yeni bir asala b•ol•unecektir. O haberlerde asl�nda \bug•une kadar bilinen en b•uy•uk
asal say� bulundu" denmek istiyor. Asallar�n sonsuz say�da oldu�gunu daha ileride, Sonu�c
7.2'de (burada a�c�klad��g�m�z y•ontemle) kan�tlayaca�g� z.

5.15. Metinde a�c�klanan asal bulma y•ontemini bulan Eski Y unanl� matematik�ci, co�grafyac�,
�sair, astronom ve m•uzik teorisyeni Eratosthenes M. •O. 276 ile M. •O. 194 y�llar� aras�nda
ya�sam��st�r. Me�shur _Iskenderiye k•ut•uphanesinin ba�sk•ut•uphanecisiydi. Co �grafya bilimini
bulan ki�si olarak an�l�r. Tariĥ� olaylar�n tarihlerini saptama k demek olan kronoloji bi-
limini de yaratm��st�r 2 . D•unyan�n �cevresini ilk hesaplayan ki�si olarak da bilinir. Ayr�ca

2Mesela bug•un Eratosthenes'in Milat'tan •once 276'da do�gd u�gu nas�l bilinmektedir? O
zamanlar hen•uz _Isa Peygamber do�gmad��g�ndan Milat'tan •once diye bir kav ram yoktu do�gal
olarak. Bu �cok eski tarihleri saptama bilimine kronoloji ad� veri lir.
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d•unyan�n g•une�s etraf�nda d•on•u�s ekseniyle kendi etraf�nd a d•on•u�s ekseni aras�ndaki a�c�y�
da (23,4 derece) hesaplam��st�r. D•unya'n�n G•une�s'e olan m esafesini de hesaplad��g� ve
\art�k g•un" kavram�n� 3 buldu�gu da s•oylenir. Eratosthenes her konuda bilgili ama hi �cbir
konuda en •onde gelen olmad��g� i�cin, bir s•oylentiye g•ore lakab� baz� �ca�gda�slar� aras�nda
(Yunan alfabesinin ikinci har� olan) \Beta" imi�s... C� ok •on emli bir bilgin oldu�gundan
hi�c ku�sku yok. Ya�sl�l��g�nda g•oz iltihaplanmas�ndan k •or olmu�stur. Okuyup yazamaman�n
verdi�gi �zd�raba dayanamayarak kendini a�cl��ga mahkûm etm i�s ve 82 ya�s�nda •olm•u�st•ur.

Eratosthenes

5.16. Asal say�lar hakk�nda bilmedi�gimiz �cok �sey vard�r. B unlardan en •unl•us•u ikiz asallar
san�s�d�r . 3 ve 5 gibi, 5 ve 7 gibi, 11 ve 13 gibi, 17 ve 19 gibi farklar� 2 olan asal say�lara
ikiz asallar denir. Sonlu ya da sonsuz tane ikiz asal olup olmad��g� bilinm iyor. Sonsuz
tane asal say� vard�r, bunu kan�tlamak kolay, ta Eski Yunanl�l ardan beri biliniyor ve bu
b•ol•umde de kan�tlayaca�g�z, ama ikiz asallar san�s� hâl â gizemini koruyor.
1990'da bilinen en b•uy•uk ikiz asallar 1 :706:595� 211235 � 1 asallar�yd�, 1990'da Parady,
Smith ve Zarantonello taraf�ndan bulunmu�slard�. Ama o g•unden bug•une teknoloji ve
matematik �cok ilerledi. 2007'de

2:003:663:613� 2195 :000 � 1

say�lar�n�n, 2009'da
65:516:468:355� 2333 :33 � 1

say�lar�n�n, 2011'de
3:756:801:695:685� 2666 :669 � 1

say�lar�n�n ikiz asallar oldu�gu g•osterildi. Sonuncusu bug •une (17 Eyl•ul 2015) kadar bilinen
en b•uy•uk ikiz asald�r; 200.700 basamakl� bir say�d�r.

5.17. 1966'da, sonsuz say�dap asal� i�cin, p + 2 say�s�n�n ya bir asal ya da iki asal�n �carp�m�
oldu�gu kan�tland�.

5.18. Diyelim asallar�n aras�ndaki fark�n 2 olmas�ndan vazge�ct ik, aradaki fark�n en fazla belli
bir n say�s� olmas�n� istiyoruz. Acaba aradaki fark�n en fazla n oldu�gu sonsuz say�-
da asal �cifti var m�d�r? 17 Nisan 2013'te Yitang Zhang, pek bil inmeyen, hatta �co-
�gu zaman i�ssiz kalan Amerikal� bir matematik�ci, aralar�nda ki fark�n 70 milyondan az
oldu�gu sonsuz say�da asal oldu�gunu kan�tlad�. Bu teorem ma tematik d•unyas�nda baya-
�g� g•ur•ult•u yapt�. Bizim i�cin sevindirici taraf�, Zhang'� n kan�t y•onteminin Cem Yal�c�n

3Her d•ort y�lda bir, y�la bir g•un eklenmesi, bug•unk•u 29 S�ub at yani.
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Y�ld�r�m meslekta�s�m�z�n yazarlar�ndan biri oldu�gu bir maka leden esinlenmi�s olmas�.
S�imdi yeni soru �su: 70 milyonu ka�ca kadar indirebiliriz? •Unl•u matematik�ci Terence
Tao'nun ba�s�n� �cekti�gi bir ara�st�rma grubu Zhang'�n y•ont emlerini kullanarak ve yeni
y•ontemler geli�stirerek 70 milyonu 264'e indirdi (S�ubat 201 4). Bildi�gim kadar�yla bili-
nen en d•u�s•uk aral�k �simdilik 264 (May�s 2015). Kimse bu y• ontemlerle fark�n 2'ye kadar
inece�gini, yani ikiz asallar san�s�n�n kan�tlanaca�g�n� d•u�s•unm•uyor ama bilgi bilgidir.

5.19. •U�c•uz asallar var m�d�r? (3 ; 5; 7)'den ba�ska yoktur. Okur bunu kolayl�kla kan�tlayabilir.
Bir ipucu verelim: e�ger n bir tamsay�ysa, n; n + 2 ; n + 4 say�lar�ndan biri (ve sadece
biri) 3'e b•ol•un•ur.

5.20. 2 d��s�nda her asal say� tek say� olmak zorundad�r tabii ki. Dolay�s�yla iki asal say�n�n
toplam� \hemen hemen her zaman" bir �cift say� olur. Acaba her � cift say� iki asal�n top-
lam� olarak yaz�labilir mi? 2 yaz�lamaz elbet. Ama 4 yaz�l�r: 4 = 2+2. Di�ger �cift say�lara
bakal�m:

6 = 3 + 3
8 = 3 + 5

10 = 3 + 7
12 = 5 + 7
14 = 3 + 11
16 = 3 + 13
18 = 7 + 11
20 = 7 + 13
22 = 11 + 11
24 = 11 + 13
26 = 13 + 13
28 = 5 + 23
30 = 7 + 23

Bug•une kadar iki asal say�n�n toplam� olarak yaz�lamayan 2' den b•uy•uk bir �cift say�
bulunamad�, ama 2'den b•uy•uk her �cift do�gal say�n�n iki as al�n toplam� olarak yaz�laca�g�
da kan�tlanamad�. Matemati�gin kan�tlanamam��s •unl•u so rular�ndan biridir. Goldbach
san�s� , 2'den b•uy•uk her �cift do�gal say�n�n iki asal�n toplam� ol arak yaz�ld��g�n� s•oyler,
ama sadece s•oyler, yani bir tahmindir, matematiksel jargonla b ir san�d�r.

5.21. _Ileride Sonu�c 7.2'de kan�tlayaca�g�m�z gibi sonsuz say�da asal say� vard�r, dolay�s�yla en
b•uy•uk asal say�y� bulmak gibi bir �sey s•oz konusu olamaz. Ancak �cok �cok b•uy•uk asallar
�sifrelemede (•orne�gin haberle�sme gizlili�gini korumak i�ci n, banka hesaplar�na ba�skalar�n�n
girmemesi i�cin, askeriyede) �cok •onemlidir. C� ok b•uy•uk as al bulmak hi�c kolay bir i�s
de�gildir, bu ama�cla bilgisayarlarda •ozel programlar yaz�lma kta ve program y�llarca
�cal��st�r�lmaktad�r. S�u anda bilinen en b•uy•uk 10 asal a�s a�g�daki tabloda:

s�ra say� basamak say�s� y�l

1 257:885 :161  1 17.425.170 2013
2 243:112 :609  1 12.978.189 2008
3 242:643 :801  1 12.837.064 2009
4 237:156 :667  1 11.185.272 2008
5 232:582 :657  1 9.808.358 2006
6 230:402 :457  1 9.152.052 2005
7 225:964 :951  1 7.816.230 2005
8 224:036 :583  1 7.235.733 2004
9 220:996 :011  1 6.320.430 2003

10 213:466 :917  1 4.053.946 2001

Her yeni rekor matematik d•unyas�nda bir haber olarak duyulur. C� abuk i�sleyen yeni
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bilgisayar programlar� ve h�zl� �cal��san yeni teknolojiler ya rarl�d�r elbet.
5.22. Yukar�da listeledi�gimiz asal say�lar hep 2 n  1 bi�ciminde. 2 n  1 t•ur•unden say�lar�n

asal olabilmeleri i�cin n'nin de asal olmas� gerekmektedir. Bunu ileride kan�tlayaca�g �z,
�simdilik kabul edelim. Asal bir n i�cin 2 n  1 bi�ciminde yaz�lan say�lara Mersenne
say�lar� denir4 . Peki, n asalsa,

M n = 2 n  1

olarak tan�mlanan say� da asal m�d�r? _Ilk Mersenne say�lar�na bakal�m:

M 2 = 3

M 3 = 7

M 5 = 31

M 7 = 127

Bu say�lar�n her biri asal. Ama bundan sonraki ilk Mersenne say�s �, yani M 11 asal de�gil:
M 11 = 23 � 89.
Hangi n asallar� i�cin M n asald�r? Yan�t bilinmiyor. Sonlu ya da sonsuz say�da Mersenne
asal�n�n olup olmad��g� da bilinmiyor.
1972'de M 19937 'nin asal oldu�gunu Bryant Tuckerman bilgisayar yard�m�yla ke �sfetti.
1975'te, on be�s ya�s�nda iki lise •o�grencisi, Laura Nickel v e Curt Noll, M 19:937 'nin o za-
mana dek bilinen en b•uy•uk asal oldu�gunu bir gazeteden •o� grenince �cal��smaya koyuldular
ve •u�c y�l sonra, 1978'te, bilgisayarlar�n� 350 saat �cal��st �rd�ktan sonra, M 21701 'in asal
oldu�gunu buldular. Ve birdenbire •unlendiler.
S�ubat 1979'da Noll, M 23209 'un asal oldu�gunu buldu.
_Iki ay sonra, Amerikal� David Slowinski M 44497 'nin asal oldu�gunu g•osterdi.
May�s 1983'te gene Slowinski, M 86243 '•un asal oldu�gunu bilgisayar yard�m�yla tam 1
saat 3 dakika 22 saniyede kan�tlad�. Ama 86:243 sihirli say�s�n� bulmak i�cin aylarca
u�gra�st�. Bilinen klasik y•ontemle (yani kendisinden k•u� c•uk say�lara b•olmeye �cal��sarak)
M 86243 '•un asal oldu�gunu kan�tlamak, evrenin •omr•un•u a�sard�! M 86243 '•un tam 25 :962
basama�g� oldu�gunu da ayr�ca belirtelim. Bu kadar bozuk paray � •ust•uste y��gsan�z, para
kuleniz evrenin s�n�rlar�n� a�sar! [De]
Yukar�daki asal� bulan Slowinski, 19 Eyl•ul 1983 tarihinde M 132049 'un asal oldu�gunu
bilgisayarlarla anlad�. Bundan �cok daha •once, Manfred Schroed er adl� bir matematik�ci,
matematiksel y•ontemlerle, sezgisinin de yard�m�yla, 2 130 :000 civarlar�nda bir asal oldu-
�gunu tahmin etmi�sti zaten.
Mart 1992'de M 756839 'un asal oldu�gu anla�s�ld�.
12 Ocak 1994'te, Paul Gage ve yine David Slowinsky bilgisayar a�glar�nda M 859433 '•un asal
oldu�gunu kan�tlad�klar�n� duyurdular. Hesaplar�n� gene bilg isayarla yapm��slard� elbet.
M 43:112 :609 asald�r. 23 A�gustos 2008'de, binlerce g•on•ull•un•un bilgi sayarlar�na, kullanma-
d�klar� zamanlarda (daha �cok geceleri tabii) internet yoluyla girip binlerce bilgisayar�
e�szamanl� kullanan bir projeyle g•osterilmi�stir. (B•oylece hesaplar daha h�zl� yap�lm��st�r.)
Eyl•ul 2015 tarihine kadar topu toplam� 48 Mersenne asal� bili nmekteydi ve bilinenlerin
en b•uy•u�g•u M 57:885 :161 idi. Bu say� ayr�ca o g•une kadar bilinen en b•uy•uk asald�.
Bu sonu�clara, ancak bilgisayarlara g•uvenebildi�gimiz derec ede g•uvenebiliriz elbet. Bilgi-
sayarlar da hata yaparlar!

4Marin Mersenne (1588-1648), •unl•u matematik�ci Fermat'yla � ca�gda�s ve Fermat'n�n mek-
tup arkada�s� bir Frans�z matematik�cisidir.
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5.23. Birileri, p asalsa, M M p say�lar�na �cifte Mersenne say�s� demi�s. _Ilk �cifte Mersenne
say�lar�:

M M 2 = M 3 = 7 ;

M M 3 = M 7 = 127;

M M 5 = M 31 = 2 :147:483:647:

Bunlar�n her biri asal. Bir sonraki �cifte Mersenne say�s� olan

M M 7 = M 127

say�s� da asal. Acaba �cifte Mersenne say�lar�n�n hepsi asal m�? S�ans�n�za k•us•un! M M p 'nin
asal olmas� i�cin M p 'nin asal olmas� gerekti�gini biliyoruz, dolay�s�yla, M 11 asal olmad�-
�g�ndan, bir sonraki �cifte Mersenne say�s� M M 11 de asal olamaz. Peki, M p asalsa,M M p

asal m�d�r? Yan�t gene olumsuz: p = 13 ; 17; 19 ve 31 iseM p 'nin asal oldu�gu biliniyor
ama M M p 'nin asal olmad��g� g•osterilmi�s. Bir sonraki aday M M 61 . Bu say�n�n asal olup
olmad��g� bildi�gim kadar�yla bu kitab�n yaz�ld��g� tarihte bilinmiyor.
Bu paragra
�k, M p yerine M (p) yazal�m. Birka�c •ornek:

M (2) = 3 ;

M (M (2)) = M (3) = 7 ;

M (M (M (2))) = M (7) = 127 ;

M (M (M (M (2)))) = M (127) = asal bir say�.

Bunlara Catalan-Mersenne say�lar� denir. G•or•uld•u�g•u •uzere ilk d•ort Catalan-Mersen-
ne say�s� asal. Ya bir sonraki Catalan-Mersenne say�s� olanM (M (127))? Kimse bilmiyor.

5.24. B•uy•uk say�lar�n asal olup olmad�klar�n� anlamak, �si freli mesajlarda (kriptolojide yani)
�cok •onemlidir ve geli�smi�s •ulkelerin ordular� bu y•uzden a sal say�larla �cok ilgilenirler. Gizli
mesaj yollamak isteyen, mesaj�yla birlikte iki b•uy•uk asal s ay�n�n �carp�m�n� da yollar.
S�ifreyi �c•ozmek i�cin, �sifreyle birlikte yollanan say�y� b•o len o iki asal� bilmek gerekir, ki
bu da d��sar�dan birisi i�cin (say�lar b•uy•uk oldu�gundan) h emen hemen olanaks�zd�r. _Iki
say�y� �carpmak kolayd�r ama bir say�y� �carpanlar�na ay�rmak � cok daha zordur. •Orne�gin,
2011 y�l�na kadar kimse

25.195.908.475.657.893.494.027.183.240.048.398.571.429.282.126. 204.032.027.777.137.
836.043.662.020.707.595.556.264.018.525.880.784.406.918.290.641. 249.515.082.189.298.
559.149.176.184.502.808.489.120.072.844.992.687.392.807.287.776. 735.971.418.347.270.
261.896.375.014.971.824.691.165.077.613.379.859.095.700.097.330. 459.748.808.428.401.
797.429.100.642.458.691.817.195.118.746.121.515.172.654.632.282. 216.869.987.549.182.
422.433.637.259.085.141.865.462.043.576.798.423.387.184.774.447. 920.739.934.236.584.
823.824.281.198.163.815.010.674.810.451.660.377.306.056.201.619. 676.256.133.844.143.
603.833.904.414.952.634.432.190.114.657.544.454.178.424.020.924. 616.515.723.350.778.
707.749.817.125.772.467.962.926.386.356.373.289.912.154.831.438. 167.899.885.040.445.
364.023.527.381.951.378.636.564.391.212.010.397.122.822.120.720.357

say�s�n� asallar�na ay�ramam��st�r. Bug•un durum ne haldedir b ilmiyorum. Ama biri size
bu say�lar� b•olen asallar� verse, bu asallar� �carparak yukar�dak i say�y�, elle kolay ol-
masa da, bilgisayarla birka�c saniye i�cinde elde edilebilirs iniz. (Asallarla nas�l �sifreleme
yap�laca�g�n� •o�grenmek i�cin internetten RSA'y� arayabili rsiniz; RSA, bu �sifreleme y•onte-
mini bulan Ron Rivest, Adi Shamir ve Leonard Adleman'�n soyad lar�n�n ilk har
erinden
olu�smu�stur.)
S�ifrelemede Mersenne say�lar� kullan�lmaz. C� •unk•u az say�d a (50'den az) asal Mersenne
say�s� bilindi�ginden, �sifreyle birlikte yollanan say�n�n a sal bir Mersenne say�s�na b•ol•un•up
b•ol•unmedi�gini anlamak kolayd�r.
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5.25. Mersenne say�lar�na �cok benzeyen ba�ska say�lara bakal�m. 2n +1 bi�ciminde yaz�lan say�lar
asal m�d�r? Bu say�lar�n hangi n'ler i�cin asal olduklar�n� bilmiyoruz ama hangi n'ler i�cin
asal olamayacaklar�n� biliyoruz: E�ger n, 2'nin bir kuvveti de�gilse, yani 2 m bi�ciminde
yaz�lamazsa, bu say�lar asal olamazlar. Bunu ilerideki kitap lar�m�zda kan�tlayaca�g�z.
•Unl•u Frans�z matematik�cisi Pierre de Fermat,

Fn = 2 2n
+ 1

bi�ciminde yaz�lan b•ut•un say�lar�n asal olduklar�n� san�y ordu. Bu y•uzden bu say�lara
Fermat say�lar� denir; say� asalsa Fermat asallar� . Ger�cekten de ilk be�s Fermat
say�s�,

F0 = 3 ;

F1 = 5 ;

F2 = 17 ;

F3 = 257;

F4 = 65537

asald�r. Fermat, b•ut•un Fermat say�lar�n�n asal olduklar�n� ka n�tlamaya u�gra�st� ama ba-
�saramad�. Ba�sar�s�zl��g�n�n nedeni vard�: San�s� do�gru de� gildi. F5 asal de�gildir. F5 on
basamakl� bir say� oldu�gundan asall��g�n� kan�tlamak kol ay de�gildi.
Euler (1707-1783), F5 'in 641'e b•ol•und•u�g•un•u g•osterdi:

F5 = 641 � 6700417:

Demek ki n = 2 m bi�ciminde yaz�labilse bile, 2 n + 1 asal olmayabiliyor.
Lucas F6 'n�n asal olmad��g�n� kan�tlad�. Daha sonra, 1880'de, Landry, 80'inci ya�s�n� s•urer-
ken,

F6 = 274:177� 67:280:421:310:721

e�sitli�gini buldu.
F7 ve F8 say�lar� da asal de�giller. Bu say�lar�n asal olmad��g� �cok ge �c bir tarihte 1970 ve
1981'de anla�s�ld�.
W. Keller, 1980'de F9448 say�s�n�n asal olmad��g�n� g•osterdi. Bu say� 19 � 29450 + 1'e
b•ol•un•ur.
1984'te gene W. Keller, F23471 say�s�n�n asal olmad��g�n� g•osterdi. Bu say�n�n 10 7000 'den
fazla basama�g� vard�r ve

5 � 223473 + 1

say�s�na b•ol•un•ur.
n � 5 i�cin, asal bir Fn 'nin olup olmad��g� �simdilik (2017'de yaz�l�yor bu sat�rla r) bilin-
miyor. Asall��g� bilinmeyen en k•u�c•uk Fermat say�lar� �sunl ar: F22 ; F24 ; F28 :

5.26. Son y�llarda bir say�n�n asall��g�na y•uzde olarak oldu k�ca �cabuk karar verebilen y•ontemler
geli�stirildi. •Orne�gin, \S�u say� y•uzde 99 ;978 olas�l�kla asald�r" gibi •onermeler bilgisayar-
lar�n yard�m�yla olduk�ca k�sa say�labilecek zamanda kan�tl and�.

5.27. 11; 111; 1111; 11111 gibi her rakam� 1 olan say�lar asal m�d�r? _I�cinde n tane 1 olan
say�ya Bn diyelim. E�ger �cift say�da 1 varsa, yani n �ciftse, Bn , 11'e b•ol•un•ur ve B2 d�-
�s�nda bunlardan hi�cbiri asal olamaz. E�ger n •u�ce b•ol•un•uyorsa Bn de •u�ce b•ol•un•ur ve asal
olamaz.
Hangi n'ler i�cin Bn asald�r? Bu asallardan ka�c tane vard�r?

B2 ; B 19 ; B 23 ; B 317 ; B 1031

asal say�lar, bu biliniyor. Bunlardan ba�ska? Bu say�lardan dah a b•uy•uk bir asal varsa,
n > 10:000 olmas� gerekti�gini Harvey Dubner kan�tlam��s, daha do�gru su hesaplam��s [De].
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5.28. n2 +1 t•ur•unden olan asal say�lar�n sonlu ya da sonsuz say�da ol duklar� (bug•un itibariyle,
Ekim 2015) bilinmiyor. Asal say�lar hakk�nda yan�t� bilinme yen �cok soru vard�r. Bug•un
asal say�lar �cok aktif bir ara�st�rma konusudur.

5.29. Not 5.35'te n > 0 do�gal say�s� i�cin, � 0(n), n'nin n'den farkl� b•olenlerinin toplam�n�
simgeledi�gini s•oylemi�stik. •Orne�gin

� 0(12) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 = 16

olur. E�ger
� 0(n) = n

e�sitli�gi sa�glan�rsa n'ye m•ukemmel say� denir. •Orne�gin 6 m•ukemmel bir say�d�r �c•unk•u

� 0(6) = 1 + 2 + 3 = 6

olur. •Oklid, �cift olan her m•ukemmel say�n�n, bir 2 p  1 Mersenne asal� i�cin

2p 1 � (2p  1)

bi�ciminde oldu�gunu kan�tlam��st�r. Bunun tersi de do�grudu r: E�ger 2 p  1 bir Mersenne
asal�ysa 2p 1 � (2p  1) say�s� �cift bir m•ukemmel say�d�r. Kan�t �cok zor de�gildi r, ileride
kan�tlar�z, �simdilik •ornek vermekle yetinelim.

s�ra p 2p 1(2p  1) m•ukemmel say�s� bulundu�gu y�l bulan ki�si

1 2 6 M. •O. 4'•unc•u y•uzy�l •Oklid
2 3 28 M.•O. 4'•unc•u y•uzy�l •Oklid
3 5 496 M.•O. 4'•unc•u y•uzy�l •Oklid
4 7 8.128 M.•O. 4'•unc•u y•uzy�l •Oklid
5 13 33.550.336 1456 Bilinmiyor
6 17 8.589.869.056 1588 Cataldi
7 19 137.438.691.328 1588 Cataldi
8 31 2.305.843.008.139.952.128 1772 Euler

Bug•une kadar bulunan t•um m•ukemmel say�lar �cifttir, yani y ukar�daki bi�cimdedirler ve
tek say� olan bir m•ukemmel say�n�n yoklu�gu kan�tlanamam� �st�r.



6. _Iyis�ralama •Ozelli�gi ve
Birka�c Sonucu

Bu b•ol•umde, do�gal say�lar�n s�ralamas�n�n �cok •onemli bir •ozelli� ginden s•oz
edece�giz, \iyis�ralama •ozelli�gi"nden.

6.1 _Iyis�ralama •Ozelli�gi

_Iyis�ralama •Ozelli�gi. Bo�sk•ume olmayan her do�gal say� k•umesinin en k•u�c•uk
•ogesi vard�r.

C�ok •onemli sonu�clar� olan bu olguyu kitab�n ilerleyen safhalar�nda ala-
bildi�gine s•om•urece�giz. S�u kadar�n� s•oyleyelim: Do�gal say�lar la ilgili kar�s�la�sa-
ca�g�n�z hemen her •onerme iyis�ralama •ozelli�gi kullan�larak kan�tl an�r.

•Ornekler

6.1. Asal say�lar k•umesinin en k•u�c•uk •ogesi 2'dir.
6.2. C� ift olmayan asal say�lar k•umesinin en k•u�c•uk •oges i 3't•ur.
6.3. 100'den b•uy•uk ve 17'ye b•ol•unen do�gal say� k•umesi nin en k•u�c•uk •ogesi 102'dir.
6.4. 100'den b•uy•uk en k•u�c•uk tamkare 121'dir.
6.5. 100'den b•uy•uke�sit en k•u�c•uk tamkare 100'd•ur.
6.6. En k•u�c•uk do�gal say� da 0'd�r.
6.7. En k•u�c•uk pozitif do�gal say� 1'dir.
6.8. 10'dan b•uy•uke�sit en k•u�c•uk do�gal say� 10'dur.
6.9. Karesi 25 olan en k•u�c•uk do�gal say� 5'tir. (Karesi 25 ola n tek bir do�gal say� vard�r zaten:

5; en k•u�c•u�g•u de elbette bu 5 say�s�d�r!)
6.10. x + 1 = 0 e�sitli�gini sa�glayan en k•u�c•uk do�gal say� yoktur, �c•unk•u x + 1 = 0 e�sitli�gini

sa�glayan bir do�gal say� yoktur! Bir k•umenin en k•u�c•uk •o gesinin olmas� i�cin her �seyden
•once o k•umede en az bir •oge olmal�d�r!

6.11. x2 + 4 x > 20 e�sitsizli�gini sa�glayan en k•u�c•uk do�gal say� 3't•u r.
6.12. f n 2 N : 2n � 1000g k•umesinin en k•u�c•uk •ogesi 10'dur �c•unk•u 2 9 = 512 < 1000 ve

210 = 1024 > 1000 olur.
6.13. 6 ve 8'e b•ol•unen pozitif do�gal say�lar k•umesinin e n k•u�c•uk •ogesi (ad�na en k•u�c•uk ortak

kat denen) 24't•ur.
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6.14. 101:000 :000 'dan b•uy•uk en k•u�c•uk asal say� vard�r (�c•unk•u daha sonra kan�tlayaca�g�m�z
•uzere sonsuz say�da asal say� vard�r) ama bu asal say�y� bu kitab�n yaz�ld��g� g•unlerde
yery•uz•unde herhangi birinin bildi�gini sanm�yorum.

6.15. 21, (5N + 1) \ (6N + 3) k•umesinin en k•u�c•uk •ogesidir.

Al��st�rmalar

6.16. f n 2 N : 7n > 500g k•umesinin en k•u�c•uk •ogesini bulun.
6.17. f n 2 N : 7n + 25 > 500g k•umesinin en k•u�c•uk •ogesini bulun.
6.18. f n 2 N : 3n > 500g k•umesinin en k•u�c•uk •ogesini bulun.
6.19. (3N + 1) \ 14N k•umesinin en k•u�c•uk •ogesini bulun.
6.20. Ayn� anda hem bir tamkare hem de bir tamk•up olan ama 0 ya d a 1 olmayan en k•u�c•uk

do�gal say�y� bulun.
6.21. Ayn� anda hem bir do�gal say�n�n 5'inci kuvveti hem de b ir ba�ska do�gal say�n�n 7'nci

kuvveti olan ama 0 ya da 1 olmayan en k•u�c•uk do�gal say�y� bu lun.
6.22. Ayn� anda hem bir do�gal say�n�n 4'•unc•u kuvveti hem d e bir ba�ska do�gal say�n�n 6'nc�

kuvveti olan ama 0 ya da 1 olmayan en k•u�c•uk do�gal say�y� bu lun.
6.23. (3N + 1) \ (7N + 3) k•umesinin en k•u�c•uk •ogesini bulun.
6.24. (6N + 1) \ (7N + 1) k•umesinin en k•u�c•uk •ogesini bulun.
6.25. (6N + 2) \ (7N + 1) k•umesinin en k•u�c•uk •ogesini bulun.
6.26. (6N + 2) \ (14N + 1) k•umesinin en k•u�c•uk •ogesi var m�d�r? Varsa ka�ct�r? Yok sa neden

yoktur?
6.27. (6N + 1) \ (7N + 2) \ (8N + 3) k•umesinin en k•u�c•uk •ogesini bulun.
6.28. (6N + 1) \ (7N + 2) k•umesinin en k•u�c•uk tamkaresini bulun.
6.29. Tuhaf biri baz� do�gal say�lar� g•uzel buluyor. Hangi do� gal say�lar� g•uzel buldu�gunu s•oyle-

miyor ama 0'� g•uzel buldu�gunu biliyoruz. Bir de e�ger bir n say�s�n� g•uzel buluyorsa, n +1
say�s�n� da g•uzel buldu�gunu biliyoruz. Bu ki�sinin g•uzel bulmad��g� en k•u�c•uk do�gal say�y�
ka�ct�r?

6.30. Bir ba�ska tuhaf biri baz� do�gal say�lar� g•uzel buluyo r. Hangi do�gal say�lar� g•uzel bul-
du�gunu s•oylemiyor ama 5'i ve 8'i g•uzel buldu�gunu biliyo ruz. Bir de e�ger bir n ve m
say�lar�n� g•uzel buluyorsa, n + m say�s�n� da g•uzel buldu�gunu biliyoruz. Bu ki�sinin g•uzel
bulmad��g� en b•uy•uk do�gal say� var m�d�r? Varsa ka�ct�r, yok sa neden yoktur?

6.31. Bir ba�ska tuhaf biri baz� do�gal say�lar� �cirkin buluyo r. Hangi do�gal say�lar� �cirkin bul-
du�gunu s•oylemiyor ama 2'nin kuvvetlerini �cirkin buldu�gu nu biliyoruz. Bir de e�ger bir n
say�s�n� �cirkin buluyorsa, n  1 say�s�n� da �cirkin buldu�gunu biliyoruz. Bu ki�sinin �cirki n
bulmad��g� en k•u�c•uk do�gal say�y� ka�ct�r?

Burada _Iyis�ralama •Ozelli�gi'nin basit bir uygulamas�n� verelim. Bir m > 0
do�gal say�s� alal�m ve m'nin katlar�na bakal�m:

0; m; 2m; 3m; 4m; 5m; : : :

Bu katlar elbette her say�y� bir zaman sonra a�sar, •orne�gin m'nin n + 1 kat�
olan (n + 1) m, n say�s�n� a�sar �c•unk•u ne de olsa n < n + 1 � (n + 1) m. Ama
m'nin daha k•u�c•uk katlar� da n'yi a�sabilir. •Orne�gin m = 7, n = 100 ise, m'nin
101 kat� n'yi a�st��g� gibi, m'nin 100 kat� da, 50 kat� da n'yi a�sar, hatta 20 kat�
da a�sar. Genel duruma geri d•on•up, bir n say�s� daha sabitleyelim veA ad�n�
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verdi�gimiz �su k•umeye bakal�m:

A = f k 2 N : n < km g:

Biraz •once de s•oyledi�gimiz gibi n + 1 2 A. Demek ki A 6= ; . _Iyis�ralama
•Ozelli�gi'nden dolay� A'n�n en k•u�c•uk bir •ogesi vard�r, diyelim k. Yani k,

n < km

e�sitsizli�gini sa�glayan en k•u�c•uk do�gal say�, ondan k•u�c•ukle ri bu e�sitsizli�gi sa�gla-
m�yor. E�ger k = 0 olsayd�, n < km = 0 gibi bir sa�cmal�k elde ederdik, demek
ki k > 0 ve dolay�s�yla bir q do�gal say�s� i�cin k = q+ 1 olur. q < k oldu�gundan
q =2 A ve qm � n olur. Sonu�c olarak, bir q do�gal say�s� i�cin

qm � n < (q + 1) m

e�sitsizliklerini elde ettik. Bunu not edelim, ileride gerekecek:

•Onsav 6.1. m > 0 ve n birer do�gal say� olsun. O zaman

qm � n < (q + 1) m

e�sitsizliklerini sa�glayan bir q 2 N say�s� vard�r. �

•Orne�gin m = 7, n = 100 ise, q = 14 olur:

14� 7 � 100< 15� 7:

Bu b•ol•um•un sonuna kadar do�gal say�larla ilgili birka�c •onemli teore m ka-
n�tlayaca�g�z. Kan�tlayaca�g�m�z hemen her teoremde _Iyis�ralama •Ozelli�gi'ni ca-
nal�c� bir bi�cimde kullanaca�g�z. Bu uygulamalar�n _Iyis�ralama •Ozelli�gi'nin •one-
mini g•osterece�gini umuyoruz.

6.2 Asala B•ol•unme

Birazdan 1'den b•uy•uk her do�gal say�n�n bir asala b•ol•und•u�g•un• u kan�tlayaca�g�z.
Kan�t�n ana�krini bir •ornekle anlatal�m. Rastgele bir n do�gal say�s� alal�m ve
bu say�n�n bir asala b•ol•und•u�g•un•u g•ostermeye �cal��sal�m. E �ger say� 15 �lan gibi
k•u�c•uk bir say�ysa, i�simiz kolay, 15'in 3'e (ya da 5'e) b•ol•und• u�g•un•u ve 3'•un (ve
5'in) asal oldu�gunu herkes bilir. _I�simizi zorla�st�rmak i�cin olduk�ca b•uy•uk bir
say� se�celim. Diyelim

n = 352:302:911

say�s�n� se�ctik. Bu say�n�n bir asala b•ol•und•u�g•un•u kan�t lamak istiyoruz. Dener-
seniz bulamayaca�g�n�za dair iddiaya girebilirim! Kolay de�gil �c•unk•u, �cok zaman
alabilir. Bu say�y� b•olen bir asal bulamayabiliriz ama gene de bu say�n�n bir
asala b•ol•und•u�g•un•u kan�tlayabiliriz. C�ok daha b•uy•uk bir s ay�n�n bir asal b•ole-
nini sadece siz de�gil, yery•uz•unde kimse bulamayabilir. Her say�n�n bir asala
b•ol•und•u�g•un•u kan�tlamak ba�ska, say�y� b•olen bir asal bulmak ba�ska.
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Nas�l yapaca�g�z? E�ger se�cti�gimiz bu n say�s� bir asalsa, i�simiz zaten bitti
demektir, �c•unk•u n asal� elbette n say�s�n� b•oler, aynen istedi�gimiz gibi. Ama
ya n bir asal de�gilse, o zaman ne yapaca�g�z? E�gern bir asal de�gilse, n, 1'den
b•uy•uk iki do�gal say�n�n �carp�m� olarak yaz�l�r. Diyelim a > 1 ve b > 1 do�gal
say�lar� i�cin

n = ab:

a ve b'nin ka�c oldu�gu hakk�nda hi�cbir �krimiz yok, ama e�ger a ya da b'nin bir
asala b•ol•und•u�g•un•u g•osterebilirsek, o zaman bu asal n'yi de b•olmek zorunda.
Ka�c oldu�gu hakk�nda hi�cbir �krimizin olmad��g� a ve b say�lar� acaba bir asala
b•ol•un•uyor mu? a ve b'nin ka�c olduklar�n� bilmiyoruz belki ama 1'den b•uy•uk
olduklar�n�, dolay�s�yla n'den k•u�c•uk olduklar�n� biliyoruz, �c•unk•u ne de olsa
�carp�mlar� n. S�imdi a'y� ele alal�m. E�ger a asalsa, o zaman i�simiz i�s ger�cekten,
n say�s�n�n a asal�na b•ol•und•u�g•un•u g•ostermi�s oluruz. Peki ya a asal de�gilse?
O zaman a'y� 1'den b•uy•uk, dolay�s�yla a'dan k•u�c•uk iki do�gal say�n�n �carp�m�
olarak yazabiliriz. Diyelim 1 < c < a ve 1< d < a do�gal say�lar� i�cin

a = cd

oluyor. E�ger c ya da d'den en az biri asalsa, i�simiz bitti, �c•unk•u bu asal a'y�
b•oler ve a'y� b•old•u�g•unden n'yi de b•oler. E�ger c ve d asal de�gilse, i�clerinden
birini se�cip ayn� s•ureci i�sletelim. Hep daha k•u�c•uk say� lar buluyoruz. Yukar�da

n > a > c

oldu. E�ger c asal de�gilse, bunu bir ad�m daha uzat�p 1< e < c ve 1 < f < c
do�gal say�lar� i�cin

c = ef

bi�ciminde bir e�sitlik buluruz. Bu sefer

n > a > c > e

olur. Ama do�gal say�larda s•urekli daha k•u�c•uk bir say� bulmak m•u mk•un de�gil,
ne de olsa en altta 0 var, onun alt�na inemeyiz. (Do�gal say�larda s•urekli daha
k•u�c•uk bir say� bulamamak biraz •once bahsetti�gimiz _Iyis�ralama •Ozelli�gi'nden
kaynaklan�r. Birazdan bu yak�n ili�skiyi g•orece�giz.) Bu s•ure�c i lla ki bir zaman
sonra durmal�, yani bir zaman sonra bir asal say�ya toslamal�y�z._I�ste o asal
say� n'yi b•oler.

E�ger verdi�gimiz n = 352:302:911 say�s�n� b•olen bir asal say�y� merak et-
mi�sseniz hemen s•oyleyeyim:n asal de�gil, 997, 787 ve 449 say�lar�na b•ol•un•uyor
ve bu •u�c say� da asal. Hatta n bu •u�c asal�n �carp�m�. Ama mesela yukar�da
ak�l y•ur•utme sayesinde 101:000:000 + 1 gibi devasa bir say�n�n da bir asala b•o-
l•und•u�g•un•u biliyoruz. Hangi asala b•ol•und•u�g•une dair hi�cb ir �krim yok! Ama
kesinlikle bir asala b•ol•un•uyor!
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Yukar�daki basit �kri a�sa�g�daki kan�tta biraz farkl� bir bi�cimde ( biraz daha
matematiksel bir bi�cimde, _Iyis�ralama •Ozelli�gi'ni kullanarak) ele alaca�g�z.

Teorem 6.2. 1 d��s�nda her do�gal say� bir asala b•ol•un•ur.

Kan�t: n 6= 1 herhangi bir do�gal say� olsun. n'nin bir asal say�ya b•ol•und•u-
�g•un•u g•osterece�giz. 0 say�s� tabii ki her asala b•ol•un•ur, •orn e�gin 2'ye b•ol•un•ur.
Bundan b•oyle n 6= 0 olsun. Demek ki n � 2. Bir tan�m yapal�m:

A = f p 2 N n f 0; 1g : p, n'yi b•oler g

olsun. Yani A, n'yi b•olen 0 ve 1'den farkl� do�gal say�lardan olu�san k•ume.
n 2 A oldu�gundan (�c•unk•u, n, n'yi b•oler ve n 6= 0 ; 1), A bo�sk•ume de�gildir.
_Iyis�ralama •Ozelli�gi'nden dolay� A'n�n en k•u�c•uk •ogesi vard�r. A'n�n bu en k•u�c•uk
•ogesinep ad�n� verelim. p en az 2 tabii ki. p'nin bir asal oldu�gunu kan�tlarsak
istedi�gimizi kan�tlam��s olaca�g�z. E�ger p bir asal olmasayd�1, 1'den b•uy•uk ama
p'den k•u�c•uk a ve b say�lar� i�cin p = ab olacakt�. Ama ajp ve pjn oldu�gundan
a 2 A olur. B•oylece A'da p'den k•u�c•uk bir •oge bulmu�s olduk, oysa p, A'n�n en
k•u�c•uk •ogesiydi, bir �celi�ski. Demek ki p bir asalm��s. �

G•or•uld•u�g•u •uzere _Iyis�ralama •Ozelli�gi'ni yukar�daki kan�tta canal�c� bir bi-
�cimde kulland�k. A�sa�g�da ayn� •ozelli�gi birka�c defa daha kull anaca�g�z.

Bir not: Yukar�daki teoremin kan�t�, bir say�n�n 1'den b•uy•uk en k •u�c•uk
b•oleninin bir asal olmak zorunda oldu�gunu g•osteriyor.

6.3 Asal C� arpanlar�na Ay�rma

Birazdan 1'den b•uy•uk her do�gal say�n�n asallar�n �carp�m� olarak yaz�lac a�g�n�
g•osterece�giz. K•u�c•uk say�lar i�cin bunu g•ostermek kolay:

2 = 2
3 = 3
4 = 2 � 2 = 22

5 = 5
6 = 2 � 3
7 = 7
8 = 2 � 2 � 2 = 23

9 = 3 � 3 = 32

10 = 2 � 5:

1S�u anda \olmayana ergi" ad� verilen kan�t y•ontemine ba�sl�y oruz. p'nin asal oldu�gunu
kan�tlamak istiyoruz. p'nin asal olmad��g�n� varsay�p bir sa�cmal�k, bir �celi�ski , bir abs•urtl•uk
elde edece�giz. Buradan da p'nin asal olmad��g� varsay�m�n�n yanl��s oldu�gu, yani p'nin asal
oldu�gu anla�s�lacak.
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K•u�c•uk say�lar i�cin kolay ama 10 1:000:000+1 gibi bir say�y� asallar�n �carp�m� ola-
rak nas�l yazaca�g�z? Asl�nda yazamayaca�g�z, bu say� ba�sa �c�k�lamayacakkadar
b•uy•uk bir say�. Bu say�y� asallar�n �carp�m� olarak yazamasak da yazabilece�gi-
mizi g•osterece�giz! (Yaz�laca�g�n� bilmekle yazabilmek aras�nda baya�g� bir fark
var! •Orne�gin y•uz basamakl� iki say�y� �carpabilirim, ama �carpmam, i�si m g•uc•um
var! Bir milyar basamakl� iki say�y� i�sim g•uc•um olmasa da �carpamam, hayat o
kadar uzun de�gil, ama yeterince zaman�m olsayd� �carpabilece�gimi biliyorum!)

K•u�c•uk say�lara geri d•onelim. Asal say�lar�n nas�l asal say�lar�n �carp�m�
olarak yaz�laca�g� belli: Bir p asal�,p'nin kendisiyle bir defa �carp�m�d�r, yani p =
p olur! Marifet, asal olmayan do�gal say�lar� asallar�n �carp�m� olarak yazmakta.
Bundan sonraki •orneklerde asal olmayan do�gal say�lara odaklanal�m:

12 = 2 � 2 � 3 = 22 � 3
14 = 2 � 7
15 = 3 � 5
16 = 2 � 2 � 2 � 2 = 24

18 = 2 � 3 � 3 = 2 � 32

20 = 2 � 2 � 5 = 22 � 5
21 = 3 � 7
22 = 2 � 11
24 = 2 � 2 � 2 � 3 = 23 � 3

Bu yapt��g�m�za asallara ayr��st�rma ya da asal �carpanlara ay�rma denir.
Bir sonraki teoremde pozitif her do�gal say�n�n asallara ayr��st�r�lab ilece�gini ka-
n�tlayaca�g�z. Kan�t y•ontemimizi bir •ornekle g•osterelim. Diyeli m 252 say�s�n�
asallar�n �carp�m� olarak yazmak istiyoruz. •Once 252'yi b•olen bir asal bulal�m.
252'yi b•olen bir�cok asal var, mesela 2 b•ol•uyor, 3 de b•ol•uyor, bunlard an birini
se�celim, hangisini se�cti�gimiz farketmez. Diyelim kolayl�k ol sun diye 2 asal�n�
se�ctik. 252'yi 2'ye b•olelim:

252 = 2 � 126:

E�ger 126'y� asallar�n �carp�m� olarak yazarsak, i�simiz i�s, bu �carp�ma bi r de 2'yi
eklersek 252'yi asallar�n �carp�m� olarak yazar�z. 126 gene 2 asal�na b•ol•un•uyor:

252 = 2 � 126 = 2 � 2 � 63:

Ayn� s•ureci 63 i�cin i�sletelim. 63, 3 asal�na b•ol•un•uyor: 63 = 3 � 21. Yukar�daki
sat�rdaki e�sitlikleri devam ettirelim:

252 = 2 � 126 = 2 � 2 � 63 = 2 � 2 � 3 � 21:

21 de 3'e b•ol•un•uyor: 21 = 3 � 7. Bir •onceki sat�rdaki e�sitlikleri devam ettirelim:

252 = 2 � 126 = 2 � 2 � 63 = 2 � 2 � 3 � 21 = 2 � 2 � 3 � 3 � 7:
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Sa�g tarafta sadece asallar oldu�gundan i�simiz bitmi�stir:

252 = 2 � 2 � 3 � 3 � 7 = 22 � 32 � 7:

Nihai sonucu bulmak i�cin, sadece asal elde edene kadar yukar�daki i�slem-
lerin her birini yapmak zorundayd�k, ama nihai sonucu elde etmedennihai
sonucu elde edebilece�gimizi anlamak i�cin i�slemleri sonuna kadarg•ot•urmek zo-
runda de�giliz. _Ilk ad�mdan sonra her say�y� asallar�n �carp�m� olarak yazabi-
lece�gimiz anla�s�l�yor, �c•unk•u ilk ad�mda

252 = 2 � 126

elde ediyoruz. Yeni say� 126 ve 126'y� asallar�n �carp�m� olarak yazmal�y�z.
Ama 126, 252'den daha k•u�c•uk bir say�. K•u�c•uk say�lar� asallar�n �carp �m� olarak
yazmak kolay! En az�ndan k•u�c•uk say�larla ba�sa �c�kabilece�gimi zi varsayabiliriz.
Belli ki her ad�mda daha k•u�c•uk say�lara ayn� prosed•ur•u uygul uyoruz, nitekim
yukar�da elde etti�gimiz say�lar �sunlar:

252; 126; 63; 21; 7; 1:

(7 say�s� 7 asal�na b•ol•und•u�g•unden, listenin en sonuna yukar�da olmayan bir
1 ekledik.) Say�lar k•u�c•ule k•u�c•ule bir zaman sonra 1'e gelecek ve bu a�samada
say�y� asallar�n �carp�m� olarak yazm��s olaca�g�z.

Yapt��g�m�z i�slemleri altalta yazal�m:

252 = 2 � 126
126 = 2 � 63
63 = 3 � 21
21 = 3 � 7
7 = 7 � 1:

E�sitli�gin hemen sa�g�nda beliren asallar�n �carp�m� 252'yi verir:

242 = 2 � 2 � 3 � 3 � 7 = 22 � 32 � 7:

Yukar�da izledi�gimiz s•ure�c a�sa�g�daki y•ontemle son derece g•or sel ve kolay
bir bi�cimde g•or•ulebilir:

252 2
126 2
63 3
21 3
7 7
1
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Sol s•utuna say�y� yaz�yoruz, say�n�n sa�g�na da o say�y� b•olen bir asal�; sonra bir
alt sat�r�n sol taraf�na say�n�n asala b•ol•um•un•u yaz�yoruz ve ayn� s •ureci devam
ettiriyoruz. 1'e vard��g�m�zda duruyoruz. Ayn� �seyi 1500 i�cin yapal� m:

1500 2
750 2
375 3
125 5
25 5
5 5
1

Demek ki
1500 = 22 � 3 � 53

olur.
Bu sefer 252 ya da 1500'den ba�slamayal�m da, 352.302.911 gibi �cok daha

b•uy•uk bir say�dan ba�slayal�m. O b•uy•uk say�ya n diyelim. n'yi asallar�n �carp�m�
olarak yazaca�g�z. E�ger n asalsa i�simiz bitti. E�ger n asal de�gilse,n'yi 1 < a < n
ve 1< b < n i�cin

n = ab

bi�ciminde yazabiliriz. E�ger a ve b'yi asallar�n �carp�m� olarak yazabilirsek, o
zaman n = ab e�sitli�ginden dolay� n de asallar�n �carp�m� olacak. Ama a ve b,
n'den daha k•u�c•uk olduklar�ndan, bu say�lar� asallar�n �carp�m� olarak yazmak,
n'yi asallar�n �carp�m� olarak yazmaktan daha kolay. E�ger a ve b asalsa i�simiz
bitti. Aksi halde asal olmayan� 1'den b•uy•uk iki do�gal say�n�n �carp�m � olarak ya-
zal�m. Ve bu s•ureci asallara toslayana kadar devam ettirelim.n = 352:302:911
say�s� da asallar�n �carp�m�d�r:

352:302:911 = 997� 787� 449:

Bu y•ontem a�sa�g�daki teoremin kan�t�ndaki �kridir.

Teorem 6.3 (Aritmeti�gin Temel Teoremi) . 0'dan b•uy•uk her do�gal say� sonlu
say�da asal�n �carp�m�d�r.

Kan�t: Hi�c tane say�n�n �carp�m�n� 1 olarak tan�mland��g�ndan (sayfa 21), 1
sonlu say�da asal say�n�n �carp�m�d�r, nitekim 1 say�s� hi�c tane asal say�n�n
�carp�m�d�r. Bundan b•oyle 1'den b•uy•uk say�lara odaklanal�m. 1'de n b•uy•uk her
do�gal say�n�n sonlu say�da asal�n �carp�m� olarak yaz�laca�g�n� g•osterece�giz. (Ta-
bii baz� asallar �carp�mda birka�c defa kullan�labilir.)

Diyelim teorem do�gru de�gil 2. O zaman 1'den b•uy•uk en az bir do�gal say�
sonlu say�da asal�n �carp�m� olarak yaz�lmaz. Bu varsay�mdan bir �celi�ski elde

2Burada da \olmayana ergi" kan�t y•ontemine ba�sl�yoruz.
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edece�giz ve b•oylece teorem kan�tlanm��s olacak.

A = f n 2 N n f 0g : n sonlu say�da asal�n �carp�m� de�gilg

olsun. Varsay�m�m�za g•ore A 6= ; . Bir •onceki paragrafa g•ore de 1 62A, yani
A'n�n •ogeleri 2'den b•uy•uke�sit olmak zorunda. _Iyis�ralama •Ozelli�gi'nden dolay�
A'n�n en k•u�c•uk bir •ogesi vard�r, diyelim n. Bir •onceki teoreme g•ore (Teorem
6.2) n bir asala b•ol•un•ur, diyelim p asal�na b•ol•un•uyor. Bu durumda bir m do�gal
say�s� i�cin

(1) n = pm

olur.
Elbette m 6= 0 �c•unk•u aksi halde n = 0 olurdu. E�ger m = 1 ise n = pm =

p � 1 = p olur ve p asal oldu�gundan n say�s� asallar�n (tek bir asal�n, p'nin)
�carp�m� olur. Demek ki m � 2 olmak zorunda.

(1) e�sitli�ginden dolay� m < n olur. n, A'n�n en k•u�c•uk •ogesi oldu�gundan,
m =2 A olmak zorunda, yani m asallar�n �carp�m�d�r. Demek ki pm, yani n de
asallar�n �carp�m�ym��s. ( m'yi veren asallar�n �carp�m�n� bir de p ile �carparsak
n'yi elde ederiz.) C�eli�ski. Demek ki A = ; . �

_Ileride, Teorem 7.1'de, her do�gal say�n�n, asallar�n �carp�m� olarak bir an-
lamda tek bir bi�cimde yaz�ld��g�n� kan�tlayaca�g�z, yani bir say�y� asallar�n
�carp�m� olarak iki farkl� bi�cimde yazamay�z. Ama bunu �su anda kan�tl aya-
may�z, bir sonraki b•ol•um•u beklemeliyiz.

•Ornekler

6.32. 3.000.000 say�s�n� asallara ay�ral�m:

3:000:000 = 3 � 105 = 3 � (2 � 5)5 = 3 � 24 � 35 :

6.33. (547)4 say�s�n� asallara ay�ral�m:

(547)4 = 54 28 = (2 � 27)28 = (2 � 33)28 = 2 28 � 33�28 = 2 28 � 384

6.34. (27� 90)7 say�s�n� asallar�na ay�ral�m:

(27 � 90)7 = (3 3 � (32 � 2 � 5))7 = (3 3 � 32 � 2 � 5)7 = (3 5 � 2 � 5)7 = 3 35 � 27 � 57 :

6.35. 10! say�s�n� asallara ay�ral�m:

10! = 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 7 � 8 � 9
= 2 � 3 � 22 � 5 � (2 � 3) � 7 � 23 � 32

= 2 1 � 31 � 22 � 51 � 21 � 31 � 71 � 23 � 32

= 2 1+2+1+3 � 31+1+2 � 51 � 71

= 2 7 � 34 � 51 � 71 :

6.36. n! say�s� asallar�na ayr�ld��g�nda, tabii ki beliren asallar n'den k•u�c•uk olmal�. •Orne�gin 18!
say�s� asallar�na ayr�ld��g�nda 19, 23 gibi asallar belirmez, ama 18'den k•u�c•uk t•um asallar
belirir.
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Al��st�rmalar

6.37. 15:000:000 ve ve 160:000:000 say�lar�n� asallara ay�r�n.
6.38. 2106 say�s�n� asallara ay�r�n.
6.39. (25206)5 say�s�n� asallara ay�r�n.
6.40. ((25206)5 � 145)9 say�s�n� asallara ay�r�n.
6.41. 15! say�s�n� asallar�na ay�r�n.
6.42. 15!6 say�s�n� asallara ay�r�n.
6.43. 10! + 15! say�s�n� asallar�na ay�r�n.
6.44. 13! 10! say�s�n� asallar�na ay�r�n.
6.45. 15!=10! say�s�n� asallar�na ay�r�n.
6.46. (214 + 2 11 52)8 say�s�n� asallar�na ay�r�n.
6.47. 2'nin en b•uy•uk ka�c�nc� kuvveti 100! say�s�n� b•ole r?
6.48. 3'•un en b•uy•uk ka�c�nc� kuvveti 100! say�s�n� b•ole r?
6.49. 100! say�s�n� asallar�na ay�r�n. (Bunun kolay bir y•ont emini ileride g•orece�giz. S�imdilik ac�

�cekmek zorundas�n�z.)

6.4 Kalanl� B•olme

Do�gal say�larda her zaman b•olme yap�lamayaca�g�n� biliyoruz, •orne�gin 26' i
7'ye tam olarak b•olemeyiz, �c•unk•u 26 =7 bir do�gal say� de�gildir, daha do�grusu
�c•unk•u 26 = 7 x denkleminin do�gal say�larda bir �c•oz•um•u yoktur. Ama gene de
do�gal say�larda 26'y� 7'ye kalanl� b•olebiliriz: 26'n�n i�cinde tam 3 tane 7 vard�r
ve geriye 5 kal�r, yani

25 = 7 � 3 + 5

e�sitli�gi ge�cerlidir. Hayattan bir •ornekle a�c�klamak gerekirse, 26 bilyeyi 7 ki�si
aras�nda e�sit payla�st�rmak istiyorsan�z herkese 3'er bilye d•u�ser ve geriye ne
yapaca�g�n�z� bilmedi�giniz be�s bilye kal�r. Bunun gibi, 58'i 13'e tam b •olmeye
�cal��s�rsak 4 �c�kar ama geriye bir de 6 kal�r, yani

58 = 13 � 4 + 6

e�sitli�gi do�grudur. Kalan say� (yukar�daki •orneklerde s�ras�yla 5 ve 6) her zaman
b•olen say�dan (yukar�daki •orneklerde s�ras�yla 7 ve 13) k•u�c•ukt •ur. Bu genel bir
olgudur: Her do�gal say�, 0 d��s�nda her do�gal say�ya kalanl� da olsa b•ol•un•ur.
Bunu kan�tlayal�m.

Teorem 6.4. n ve m iki do�gal say� olsun. m 6= 0 olsun. O zaman

r < m ve n = mq + r

•onermelerini sa�glayan q ve r do�gal say�lar� vard�r. Ayr�ca bu q ve r say�lar�
biriciktir, bir ba�ska deyi�sle e�ger q; q1 ve r; r 1 do�gal say�lar� i�cin

r1; r < m ve mq + r = mq1 + r1

ise q = q1 ve r = r1 olur.
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Kan�t: •Once birinci •onermeyi, yani q ve r say�lar�n�n varl��g�n� kan�tlayal�m.
•Onsav 6.1'den dolay�

mq � n < m (q + 1)

e�sitsizliklerini sa�glayan bir q do�gal say�s�n�n varl��g�n� biliyoruz. Demek ki

0 � n  mq < m

olur. E�ger r = n  mq tan�m�n� yaparsak, istedi�gimiz

r < m ve n = mq + r

•onermelerine ula�s�r�z.
Ayn� olgunun bir ba�ska kan�t�n� daha verelim. n = m � 0 + n e�sitli�gini

biliyoruz. Demek ki

A = f r 2 N : bir q 2 N do�gal say�s� i�cin n = mq + r g

k•umesi n'yi i�ceriyor, dolay�s�yla A k•umesi bo�s k•ume de�gil. _Iyis�ralama •Ozel-
li�gi'nden dolay� A'n�n en k•u�c•uk •ogesi vard�r. Bu en k•u�c•uk •ogeye r diyelim.
r 2 A oldu�gundan, bir q 2 N i�cin

(1) n = mq + r

olur. Geriye r < m e�sitsizli�gini kan�tlamak kald�. Diyelim bu e�sitsizlik do�gru
de�gil. Olmayana ergi y•ontemini kullanaca�g�z, yani bu varsay�mdan bi r �celi�ski
elde edece�giz.r < m e�sitsizli�gi do�gru de�gilse, r � m e�sitsizli�gi do�grudur. Bu-
radan da r  m 2 N �c�kar. •Ote yandan (1) e�sitli�ginden hemen

n = m(q + 1) + ( r  m)

elde ederiz. Bu dar  m 2 A demektir. Ama m 6= 0 oldu�gundan r  m < r olur,
ki bu da r 'nin A'n�n en k•u�c•uk •ogesi olmas�yla �celi�sir. Demek ki varsay�m�m �z
yanl��sm��s, yani r < m e�sitsizli�gi do�gruymu�s. B•oylece teoremin •onermesinde
varl��g� s•oylenen q ve r say�lar�n�n varl��g� ikinci kez kan�tland�.

S�imdi q ve r say�lar�n�n biricikli�gini kan�tlayal�m. Diyelim q; q1 ve r; r 1

do�gal say�lar� i�cin
r1; r < m ve mq + r = mq1 + r1

oluyor. Bir �celi�ski elde etmek amac�yla q1 > q varsay�m�n� yapal�m. O zaman

m(q1  q) = r  r1

ve
m � m(q1  q) = r  r1 � r < m
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olur, bu da m < m �celi�skisini verir. Demek ki q1, q'dan b•uy•uk olamaz. Ayn�
nedendenq da q1'den b•uy•uk olamaz. B•oylece q = q1 e�sitli�gini g•ostermi�s olduk.
Bundan ve mq + r = mq1 + r1 e�sitli�ginden r = r1 elde ederiz. �

Asl�nda q ve r 'yi bulmak i�cin �sunu yap�yoruz: Aynen •Onsav 6.1'in kan�t�nda
yapt��g�m�z gibi, m'nin katlar�ndan olu�san

0; m; 2m; 3m; : : :

dizisine bak�yoruz. Yani 0'dan ba�slayarak n'ye do�gru m uzunlukta ad�mlar
at�yoruz. Bu dizi bir zaman sonra n'yi a�sacakt�r, mesela n'inci ad�mda nm � n
olacakt�r. Diyelim qm, n'yi a�sm�yor da, bir sonraki ad�mda ( q + 1) m a�s�yor,
yani diyelim

qm � n < (q + 1) m

oluyor. S�ekil �s•oyle:

S�imdi r 'yi n  qm say�s� olarak alal�m. _Istedi�gimize ula�s�r�z.
Teoremdeki r say�s�nakalan ad� verilir. n b•ol•unen say�d�r, m b•olen say�d�r.

q say�s�na da \b•ol•um" ya da \sonu�c" denebilir.
Demek ki bir do�gal say� bir m > 0 do�gal say�s�na b•ol•und•u�g•unde kalan

0; 1; 2; : : : ; m  1

say�lar�ndan biri olur. Bir ba�ska deyi�sle her do�gal say�

mN; mN + 1 ; mN + 2 ; : : : ; mN + ( m  1)

k•umelerinden birinde olmal�. Ayr�ca \kalan" biricik oldu�gundan bu altk•ume-
ler iki�ser iki�ser kesi�semez. Sonu�c olarak, N k•umesi, iki�ser iki�ser ayr�k olan
yukar�daki m tane altk•umenin birle�simidir.

Sonu�c 6.5. m > 0 bir do�gal say� olsun. E�ger r; s 2 f 0; 1; : : : ; m  1g iki
farkl� do�gal say�ysa,

(mN + r ) \ (mN + s) = ;

olur. Dolay�s�yla N k•umesi iki�ser iki�ser ayr�k olan

mN; mN + 1 ; mN + 2 ; : : : ; mN + ( m  1)

altk•umelerinin birle�simidir. �
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E�ger m = 1 ise kalan ancak 0 olabilir ve bu durumda N = N gibi pek
ilgin�c olmayan bir •onerme elde ederiz. Ama e�ger m = 2 ise kalan ya 0 ya da
1 olur; kalan� 0 olanlar �cift say�, kalan� 1 olanlar tek say�lard�r. Sonuca g•ore
2N ve 2N + 1 k•umeleri ayr�k oldu�gundan, bir say� ayn� anda hem �cift hem t ek
olamaz! B•oylece herkesin bildi�gi bir •onermeyi daha kan�tlam��s old uk...

E�ger m = 3 ise kalan 0, 1 ya da 2 olabilir. Kalan� 0 olanlar 3'e tam b•ol•unen-
lerdir, kalan� 1 olanlar 3'e b•ol•und•u�g•unde kalan� 1 olan say�lard�r ( elbette!)
ve kalan� 2 olanlar 3'e b•ol•und•u�g•unde kalan� 2 olan say�lard�r (gene elbette!).
B•oylece do�gal say�lar� •u�c par�caya ay�rm��s oluruz:

N = 3N [ (3N + 1) [ (3N + 2) :

Sonuca g•ore bu •u�c k•ume iki�ser iki�ser ayr�kt�r yani iki�ser iki�ser bo�sk•umede
kesi�sirler.

Benzer �sey di�ger do�gal say�lar i�cin de ge�cerlidir. •Orne�gin,

N = 4N [ (4N + 1) [ (4N + 2) [ (4N + 3)
N = 5N [ (5N + 1) [ (5N + 2) [ (5N + 3) [ (5N + 4)
N = 6N [ (6N + 1) [ (6N + 2) [ (6N + 3) [ (6N + 4) [ (6N + 5)

olur ve her e�sitli�gin sa�g�nda bile�simi al�nan altk•umeler iki� ser iki�ser ayr�kt�r.

•Ornekler

6.50. (5N + 3)(5 N + 4) k•umesindeki say�lar� belirlemek pek kolay olmayabilir a ma en az�ndan

(5N + 3)(5 N + 4) � 5N + 2

oldu�gunu g•osterebiliriz �c•unk•u her x; y 2 N i�cin

(5x +3)(5 y+4) = 25 xy +15y+20x +12 = 5(5 xy +3 y+4 x)+12 = 5(5 xy +3 y+4 x +2)+2

olur ve en sa�gdaki say� 5N + 2 k•umesindedir. Tabii (5 N + 3)(5 N + 4) � 5N + 12 •onermesi
de do�gru.

6.51. •Ote yandan (5N + 2)(7 N + 3) k•umesi �cok daha vah�sidir, yukar�daki •ornekte oldu�gu g ibi
zaptedilemez.

6.52. 26 � 34 say�s� 5'e b•ol•und•u�g•unde kalan� bulal�m. a ve b do�gal say�lar� i�cin

24 = 16 = 1 + 15 = 1 + 5 a

(burada a = 3 ama bunun bir •onemi olmayacak) ve

26 = 2 4 � 22 = (1 + 5 a) � 4 = 4 + 5 b

(burada b = 4 a = 12 ama bunun bir •onemi olmayacak) oldu�gundan ve bir c do�gal say�s�
i�cin

34 = 81 = 1 + 80 = 1 + 5 c

(burada c = 16 ama bunun bir •onemi olmayacak) oldu�gundan, bir d do�gal say�s� i�cin

26 � 34 = (4 + 5 b)(1 + 5 c) = 4 + 5 d

olur. Demek ki yan�t 4't•ur.
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6.53. 26 + 3 4 say�s� 5'e b•ol•und•u�g•unde kalan� bulal�m. Bir •onceki a l��st�rmada oldu�gu gibi b ve
c do�gal say�lar� i�cin

26 = 2 4 � 22 = (1 + 5 a) � 4 = 4 + 5 b

ve
34 = 81 = 1 + 80 = 1 + 5 c

oldu�gundan,
26 + 3 4 = (1 + 5 b) + (4 + 5 c) = 5 � (1 + b+ c)

olur. Demek ki 26 + 3 4 say�s� 5'e b•ol•un•uyormu�s, yani 5'e b•ol•und•u�g•unde ka lan 0 imi�s.
6.54. 212 say�s� 5'e b•ol•und•u�g•unde kalan� bulal�m.

24 = 16 = 1 + 15 = 1 + 5 a

oldu�gundan (burada a = 3 ama bunun bir •onemi olmayacak),

212 =
 
24 � 3

= (1 + 5 a)3

olur. En sa�gdaki parantezi a�carsak, o say�n�n bir b i�cin 1 + 5 b'ye e�sit oldu�gunu g•or•ur•uz,
yani

212 =
 
24 � 3

= (1 + 5 a)3 = 1 + 5 b

olur. Dolay�s�yla yan�t 1'dir.
6.55. 23 +3 4 +4 5 +5 6 +6 7 say�s� 7'ye b•ol•und•u�g•unde kalan� bulal�m. •Once toplanan her say�n�n

7'ye b•ol•und•u�g•unde kalan�n� bulal�m. 2 3 kolay: Bir a say�s� i�cin,

23 = 8 = 1 + 7 a

olur. ( a = 1 elbette, ama kimin umurunda!) Okurun isterse bulabilece�gi b ve c say�lar�
i�cin

34 = 9 2 = (2 + 7 b)2 = 4 + 7 c

olur. Benzer �sekilde

45 = (4 2)2 � 4 = 162 � 4 = (2 + 7 d)2 � 4 = (4 + 7 e) � 4 = 16 + 7 f = 2 + 7 g

ve
56 = (5 2)3 = 25 3 = (4 + 7 h)3 = 4 3 + 7 i = 64 + 7 i = 1 + 7 j

ve
67 = (6 2)3 � 6 = 363 � 6 = (1 + 7 k)3 � 6 = (1 + 7 `) � 6 = 6 + 7 m

olur. S�imdi bu e�sitliklerin hepsini toplayal�m:

23 + 3 4 + 4 5 + 5 6 + 6 7 = (1 + 7 a) + (4 + 7 c) + (2 + 7 g) + (1 + 7 j ) + (6 + 7 m)
= (1 + 4 + 2 + 1 + 6) + 7 n
= 14 + 7 n = 7(2 + n)

Me�ger say� 7'ye b•ol•un•uyormu�s, yani 7'ye b•ol•und•u�g• unde kalan� 0 imi�s.

Al��st�rmalar

6.56. (7N + 3)(7 N + 4) � 7N + 5 •onermesini kan�tlay�n.
6.57. (7N + 3)(14 N + 4) � 7N + 5 •onermesini kan�tlay�n.
6.58. (21N + 3)(14 N + 4) � 7N + 5 •onermesini kan�tlay�n.
6.59. 212 say�s� 7'ye b•ol•und•u�g•unde kalan�n� bulun.
6.60. 3120 say�s� 7'ye b•ol•und•u�g•unde kalan�n� bulun.
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6.61. 212 + 3 15 say�s� 9'a b•ol•und•u�g•unde kalan� bulun.
6.62. 210 + 3 15 + 5 15 say�s� 11'e b•ol•und•u�g•unde kalan� bulun.
6.63. 210 � 315 say�s� 11'e b•ol•und•u�g•unde kalan� bulun.
6.64. 23 + 3 4 + 4 5 + 5 6 + 6 7 say�s� 11'e b•ol•und•u�g•unde kalan� bulun.
6.65. E�ger n > 0 ise (2n)! say�s�n�n n2 'ye b•ol•und•u�g•un•u kan�tlay�n.
6.66. E�ger n > 0 ve k bir do�gal say�ysa ( kn)! say�s�n�n nk 'ya b•ol•und•u�g•un•u kan�tlay�n.
6.67. 4N + 1 k•umesinin �carpma alt�nda kapal� oldu�gunu kan�tlay�n. Buradan hareketle, 5n + 1

ya 9n +1 t•ur•unden yaz�lan bir say�n�n 2'ye b•ol•und•u�g•un•u a ma 4'e b•ol•unmedi�gini g•osterin.

6.5 B•olme Algoritmas�

Do�gal say�larda kalanl� b•olme yapman�n bir y•ontemi vard�r, yani n ve m
say�lar� verildi�ginde (ama m illa ki 0'dan farkl� olacak), Teorem 6.4'teki q
ve r say�lar�n� bulman�n bir \algoritmas�" vard�r. Hi�c d•u�s•unmeden, v erilmi�s
kurallara uyarak sonu�c bulmaya yarayan y•ontemlere matematikte ve bilgisa-
yar bilimlerinde algoritma ad� verilir. Bu algoritmay� anlatal�m. n ve m iki
do�gal say� olsun. m 6= 0 varsay�m�n� yapal�m. Yukar�daki teoremi sa�glayan q
ve r say�lar�n� bulaca�g�z.

Ba�slang��cta, teoremin kan�t�ndan esinlenerek q = 0 ve r = n tan�mlar�n�
yapal�m. q ve r 'ye verdi�gimiz bu de�gerlerle elbette n = mq+ r e�sitli�gi sa�glan�r.
Tabii bunlar hen•uz arad��g�m�z q ve r say�lar� de�gil, �c•unk•u r yeterince k•u�c•uk
olmayabilir. Bu say�lar� yava�s yava�s de�gi�stirece�giz, q teker teker artacak, r de
m'�ser m'�ser azalacak ver tam k�vam�na geldi�ginde de duraca�g�z.

E�ger r say�s� (ki en ba�sta n'ye e�sit) m'den k•u�c•ukse dural�m. _Istedi�gimizi
elde ederiz.

De�gilse, q say�s�n� 1 art�ral�m (�simdi q = 1 oldu) ve r say�s�n� r  m say�s�na
d•on•u�st•urelim (�simdi r = n  m oldu). n = mq+ r e�sitli�gi gene ge�cerlidir. E�ger
yeni r say�s� m'den k•u�c•ukse dural�m. _Istedi�gimizi elde ederiz.

De�gilse, q say�s�n� 1 art�ral�m (�simdi q = 2 oldu) ve r say�s�n� r  m yapal�m
(�simdi r = n 2m oldu). n = mq+ r e�sitli�gi gene ge�cerlidir. E�ger r say�s�m'den
k•u�c•ukse dural�m. _Istedi�gimizi elde ederiz.

De�gilse bu y•onteme devam edelim. K•u�c•ule k•u�c•ule bir zaman sonrar , m'den
daha k•u�c•uk olacakt�r. O a�samada istedi�gimiz q ve r say�lar�n� elde etmi�s oluruz.

Yukar�daki y•onteme bir •ornek verelim. n = 25 ve m = 7 olsun. _Ilk a�samada

q = 0 ve r = n = 25:

Sorumuz \r < m ?" sorusu. Yan�t �simdilik olumsuz, �c•unk•u 25, 7'den k•u�c•uk
de�gil. Yukar�daki q ve r 'yi de�gi�stirelim:

q = 1 ve r = 25  7 = 18
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olsun. Gene \r < m ?" sorusunu soral�m. Yan�t gene olumsuz, �c•unk•u 18, 7'den
k•u�c•uk de�gil. q ve r 'yi de�gi�stirelim:

q = 2 ve r = 18  7 = 11

olsun. Gene \r < m ?" sorusunu soral�m. Yan�t gene olumsuz, �c•unk•u 11, 7'den
k•u�c•uk de�gil. q ve r 'yi de�gi�stirelim:

q = 3 ve r = 11  7 = 4

olsun. Gene \r < m ?" sorusunu soral�m. Yan�t bu sefer olumlu, �c•unk•u 4, 7'den
k•u�c•uk. _Istedi�gimiz q ve r say�lar�n� bulduk:

q = 3 ve r = 4 :

Ger�cekten de
25 = 7 � 3 + 4 ve 4 < 7

oluyor. Dikkat ederseniz bu y•ontemde s�ras�yla

25 = 7 � 0 + 25
25 = 7 � 1 + 18
25 = 7 � 2 + 11
25 = 7 � 3 + 4

e�stliklerini kullan�yoruz. q s•urekli birer birer b•uy•uyor (0, 1, 2, 3 oluyor), r
ise m'den k•u�c•uk oluncaya kadar m'�ser m'�ser azal�yor (25, 18, 11, 4 oluyor).
A�sa�g�daki tabloda q ve r 'nin maceras�n� g•or•uyorsunuz:

n m q r
25 7 0 25

1 18
2 11
3 4

•Ornek 5.7'de 43.725 ile 13.565'in ortak b•olenlerini bulman�n bir y•ontemini
bulmu�stuk. •Orne�gin sonunda da uzun s•urebilecek bu y•ontemi nas�l k�saltabi-
lece�gimizi g•ostermi�stik. O •orne�gin sonunda s•oylediklerimi zi �simdi teorik bir
bi�cimde a�c�klayabiliriz. •Once �su teoremi kan�tlayal�m, sonra ayn� •orne�gi tekrar
ele alaca�g�z.

Teorem 6.6. n > m > 0 iki do�gal say� olsun. n'yi m'ye b•ol•up, q ve r < m
do�gal say�lar� i�cin n = mq + r elde edelim. O zamann ve m say�lar�n�n ortak
b•olenleriyle m ve r say�lar�n�n ortak b•olenleri ayn� say�lard�r.
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Kan�t: E�ger bir d say�s� hemn'yi hem m'yi b•ol•uyorsa, elbette bu d say�s�
n  mq, yani r say�s�n� da b•oler. Di�ger istikamette: E�ger bir d say�s� hemr 'yi
hem de m'yi b•ol•uyorsa, elbette bu d say�s� n'yi de b•oler �c•unk•u n = mq + r
e�sitli�gi ge�cerlidir. �

•Ornekler

6.68. •Ornek 5.7'de ele ald��g�m�z 43.725 ile 13.565'in ortak b•olen lerini bulma •orne�gimize geri
d•onelim. B•uy•uk say�y� k•u�c•uk say�ya b•olelim:

43:725 = 13:565� 3 + 3 :030:

B•oylece, teoremden dolay�, 43.725 ile 13.565'in ortak b•olenlerinin 13.565 ile 3.030'un
ortak b•olenleri oldu�gunu anlar�z. S�imdi 13.565'i 3.030'a b •olelim:

13:565 = 3:030� 4 + 1 :445:

B•oylece, teoremden dolay�, 13.565 ile 3.030'un ortak b•olenlerinin 3.030 ile 1.445'in ortak
b•olenleri oldu�gunu anlar�z. S�imdi 3.030'u 1.445'e b•olel im:

3:030 = 1:445� 2 + 140:

B•oylece, teoremden dolay�, 3.030 ile 1.445'in ortak b•olenl erinin 1.445 ile 140'�n ortak
b•olenleri oldu�gunu anlar�z. S�imdi 1.445'i 140'a b•olelim :

1:445 = 140 � 10 + 45:

B•oylece, teoremden dolay�, 1.445 ile 140'�n ortak b•olenleri nin 140 ile 45'in ortak b•olenleri
oldu�gunu anlar�z. S�imdi 140'� 45'e b•olelim:

140 = 45 � 3 + 5 :

B•oylece, teoremden dolay�, 140 ile 45'in ortak b•olenlerinin 45 ile 5'in ortak b•olenleri
oldu�gunu anlar�z. S�imdi 45'� 5'e b•olelim:

45 = 5 � 9 + 0 :

B•oylece, teoremden dolay�, 45 ile 5'in ortak b•olenlerinin 5 i le 0'�n ortak b•olenleri (yani
5'in b•olenleri) oldu�gunu anlar�z. S•ureci burada tamamlayal �m. Ta en ba�stan ele ala-
cak olursak, 43.725 ile 13.565'in ortak b•olenleri 5'in b•olen leridir; dolay�s�yla 43.725 ile
13.565'in en b•uy•uk ortak b•oleni 5'tir.
Yukar�da yapt�klar�m�z� bir tablo halinde g•osterelim:

43:725 = 13:565� 3 + 3 :030
13:565 = 3:030� 4 + 1 :445
3:030 = 1:445� 2 + 140
1:445 = 140 � 10 + 45

140 = 45 � 3 + 5
45 = 5 � 9 + 0

0'dan •onceki ilk kalan 43.725 ile 13.565'in en b•uy•uk ortak b•olenidir.
Bu •ornekte a�c�klad��g�m�z en b•uy•uk ortak b•olen bulma alg oritmas�na •Oklid algoritmas�
ad� verilir.
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6.69. •Oklid algoritmas�n� �s•oyle de kullanabiliriz (bu y•ontemi •Ornek 5.7'de a�c�klam��st�k):

43:725 ile 13:565

say�lar�n�n ortak b•olenleriyle

43:725 13:565 = 30:160 ile 13:565

say�lar�n�n ortak b•olenleri ayn�d�r.

30:160 ile 13:565

say�lar�n�n ortak b•olenleriyle

30:160 13:565 = 16:595 ile 13:565

say�lar�n�n ortak b•olenleri ayn�d�r.

16:595 ile 13:565

say�lar�n�n ortak b•olenleriyle

16:595 13:565 = 3:030 ile 13:565

say�lar�n�n ortak b•olenleri ayn�d�r. 3.030 ile 13.565'in ortak b•olenleriyle

3:030 ile 13:565 3:030 = 10:535

say�lar�n�n ortak b•olenleri ayn�d�r... Bunu b•oyle devam etti rerek, ortak b•olenlerini bul-
mak istedi�gimiz say�lar� s•urekli k•u�c•ult•ur•uz ve belli bir zaman sonra ortak b•olenlerini
kolayl�kla bulabilece�gimiz bir say� �ciftine rastlar�z.



7. Asallar •Uzerine Daha Fazla

Bu b•ol•umde •onceki b•ol•umde kan�tlad�klar�m�z� kullanarak asallar • uzerine bir-
birinden ilgin�c sonu�clar •uretece�giz.

2N \ (2N + 1) = ;

e�sitli�gini biliyoruz, bir say� ayn� zamanda tek ve �cift olamaz. B enzer �sekilde

(3N + 1) \ (3N + 2) = ;

olur. •Ornekleri �co�galtabiliriz:

(7N + 3) \ (7N + 5) = ;

olur, �c•unk•u 7 N + 3 k•umesi 7'e b•ol•und•u�g•unde kalan�n 3 oldu�gu say�lardan olu-
�sur, oysa 7N+5 k•umesi 7'ye b•ol•und•u�g•unde kalan�n 5 oldu�gu say�lardan olu�s ur
ve Teorem 6.4 bize kalan�n biricik oldu�gunu s•oyl•uyor, kalan hem 3, hem 5
olamaz.

Demek ki, •orne�gin,

N = 5N [ (5N + 1) [ (5N + 2) [ (5N + 3) [ (5N + 4)

olur ve bu k•umeler iki�ser iki�ser ayr�kt�rlar. Bu durumda (k •umeler iki�ser iki�ser
ayr�k olduklar�nda), bazen, bile�sim i�cin [ simgesi yerinet simgesi kullan�l�r,
yani

N = 5N t (5N + 1) t (5N + 2) t (5N + 3) t (5N + 4)

yaz�l�r. Bunun �sekli a�sa�g�da:



100 7. Asallar Üzerine Daha Fazla

2N + 1 k•umesinin •ogeleri tek say�lard�r, 2'ye b•ol•unmezler, bu say�lar 2'ye
b•ol•und•u�g•unde kalan 1 olur. Bunun gibi 3 N + 1 ve 3N + 2 k•umesinin •ogeleri
de 3'e b•ol•unmezler, bu say�lar 3'e b•ol•und•u�g•unde kalan s�ras� yla 1 ve 2 olur.
Benzer nedenden 4N + 1, 4N + 2, 4N + 3 k•umesinin •ogeleri 4'e b•ol•unmezler.
Tahmin etti�giniz •uzere, bu genel bir olgudur: E�ger bir say� m'ye b•ol•und•u�g•unde
kalan 0 de�gilse, o say�m'ye tam b•ol•unmez.

Bundan biraz daha genel bir sonu�c kan�tlayabiliriz. Evet, 15N + 1 k•ume-
sindeki say�lar 15'e tam b•ol•unmez, ama 3'e ve 5'e de tam b•ol•unmez. Ayn� ne-
denden 42N + 1 k•umesindeki say�lar 42'ye b•ol•unmez, ama bunun da •otesinde
2'ye, 3'e, 6'ya, 7'ye, 14'e ve 21'e de tam b•ol•unmez. Bu daha genel sonucu not
d•u�s•up kan�tlayal�m:

Sonu�c 7.1. k > 1 ve m 6= 0 iki do�gal say� olsun. E�ger kjm ise mN + 1
k•umesinin •ogeleri k'ya tam b•ol•unmezler.

Kan�t: kjm oldu�gundan, mN � kN olur. Dolay�s�yla

kN \ (mN + 1) � kN \ (kN + 1) = ;

olur. �

E�ger 2'ye, 7'ye, 45'e ve 19'a b•ol•unmeyen bir say� bulmak istiyorsak, bu
say�lar� birbirleriyle �carp�p 1 ekleyelim:

2 � 7 � 45� 19 + 1 = 11:971

say�s� yukar�daki sonuca g•ore 2'ye, 7'ye, 45'e ve 19'a b•ol•unmez.
Bir sonraki sonu�cta asal say�lar�n sonsuzlu�gunu kan�tlayaca�g�z. Matematik-

sel kan�t� vermeden •once kan�t� sohbet bi�ciminde a�c�klayal�m. Diyelim sadece
iki tane asal say� biliyoruz, mesela diyelim sadece 2 ve 3'•un asal olduklar�n�
biliyoruz. Bakal�m bu iki asaldan ba�ska asal var m�? Bu iki asal� �carp�p 1
ekleyelim:

(2 � 3) + 1 = 7

Her say� gibi, buldu�gumuz bu say� da bir asala b•ol•un•ur (7, 7 asal�na b•ol•un•uyor),
ama 2 ve 3 asallar�na b•ol•unmez. Bu say�y� b•olen asal (7), •u�c•unc•u asal�m�z
olacak. Demek ki �simdi •u�c asal say� biliyoruz: 2, 3 ve 7. Bu •u�c asal� �carp�p 1
ekleyelim:

(2 � 3 � 7) + 1 = 43

Bu say� da her say� gibi bir asala b•ol•unmeli, ama 2, 3 ve 7 asallar�na b•ol•unemez.
Demek ki 43'•u b•olen asal daha •onceki asal listemizde yok. 43'•u b•olen asalda
43't•ur. S�imdi d•ort asal�m�z oldu: 2, 3, 7 ve 43. Bildi�gimiz bu asallar� �c arp�p 1
ekleyelim:

(2 � 3 � 7 � 43) + 1 = 1807
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elde ederiz. •Onceki teoreme g•ore 1807 say�s� bildi�gimiz 2, 3, 7 ve 43 asallar�na
b•ol•unmez, ama illa ki bir asala b•ol•un•ur. Nitekim

1807 = 13� 139

olur ve 13 bir asald�r. Yeni bir asal daha ke�sfettik: 13. (Asl�nda 139 da bir asal
ama bunu bilmedi�gimizi varsayal�m.) S�imdi art�k be�s asal�m�z var : 2, 3, 7, 43
ve 13. Bu be�s asal� �carp�p 1 ekleyelim:

(2 � 3 � 7 � 43� 13) + 1 = 23 :479

elde ederiz. Elde etti�gimiz 23.479 say�s� bir asala b•ol•un•ur ama bu asal asla 2,
3, 7, 43 ya da 13 olamaz. Nitekim,

23:479 = 53 � 443

olur ve 53 bir asald�r. (443 de bir asal, ama ona ihtiyac�m�z yok.) B•oyle gide
gide hep bir asal daha fazla elde ederiz. Bu da sonsuz say�da asal oldu�gunu
g•osterir. S�imdi bu basit d•u�s•unceyi matematiksel bir kan�t olar ak yazal�m.

Sonu�c 7.2. Sonsuz say�da asal say� vard�r.

Kan�t: n tane asal say� alal�m, bu asallarap1; p2; : : : ; pn diyelim. Bu asallar�
�carp�p, �c�kan sonuca 1 ekleyelim, yani

N = p1p2 � � � pn + 1

say�s�na bakal�m. Teorem 6.2'ye g•oreN say�s� bir asala b•ol•un•ur. Sonu�c 7.1'e
g•ore N 'yi b•olen bu asal p1; p2; : : : ; pn asallar�ndan farkl� olmal�. Demek ki
p1; p2; : : : ; pn asallar�ndan farkl� yepyeni bir asal bulduk. B•oylece verilmi�s her
n tane asal i�cin n + 1'inci bir asal bulduk. Bu da sonsuz say�da asal oldu�gunu
g•osterir. �
_Ikinci Kan�t: n herhangi bir do�gal say� olsun. N = n! + 1 say�s�na bakal�m.
Teorem 6.2'ye g•oreN say�s� bir asala b•ol•un•ur. Sonu�c 7.1'ya g•ore N 'yi b•olen bu
asal n! say�s�n� b•olemez, yani 2; 3; : : : ; n olamaz, illa ki n'den b•uy•uk olmal�.
her n say�s�ndan daha b•uy•uk bir asal bulduk. Bu da sonsuz say�da asal say�n�n
varl��g�n� g•osterir. �

_Ikinci kan�t asl�nda �su sonucu da kan�tlar:

Sonu�c 7.3. Her n do�gal say�s� i�cin n < p � n! + 1 e�sitsizliklerini sa�glayan bir
p asal� vard�r. �

•Ornekler

7.1. Her ne kadar Teorem 6.4'e g•ore (5N + 1) \ (5N + 3) = ; ise de (5N + 1) \ (6N + 3) k•umesi
bo�s de�gildir, •orne�gin 21 say�s� bu kesi�simdedir.

7.2. Acaba ard��s�k her bin say�dan en az biri asal m�d�r, yani n herhangi bir do�gal say�ysa,
n + 1 ; n + 2 ; n + 3 ; : : : ; n + 1000 say�lar�ndan biri mutlaka asal m�d�r? Bir�cok n say�s�
i�cin bu do�grudur tabii, ama her n say�s� i�cin do�gru mudur?
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Bu soruyu yan�tlamak i�cin yeterli bilgiye sahibiz. Yan�t olu msuzdur. Yan�t�n olumsuz
oldu�gunu kan�tlayal�m.
Bir •ornekle ba�slayal�m. 7! = 5040 say�s� elbette 2'ye, 3'e, 4'e, 5'e, 6'ya ve 7'ye b•ol•un•ur.
Dolay�s�yla bu say�ya 2, 3, 4, 5, 6, 7 eklersek, elde etti�gimiz say�lar s�ras�yla 2'ye, 3'e,
4'e, 5'e, 6'ya ve 7'ye b•ol•un•urler:

5042; 2'ye;
5043; 3'e;
5044; 4'e
5045; 5'e;
5046; 6'ya;
5047; 7'ye

b•ol•un•ur. Dolay�s�yla bu ard��s�k 6 say�dan hi�cbiri asal ola maz. Bunun gibi, a�sa�g�daki 1000
say�,

1001! + 2; 1001! + 3; : : : ; 1001! + 1001

s�ras�yla 2'ye, 3'e, ..., 1001'e b•ol•un•urler ve hi�cbiri asa l olamaz. Bu yapt��g�m�z� genelle�s-
tirmek i�sten bile de�gildir:

Teorem 7.4. Ard��s�k her n do�gal say�dan birinin mutlaka asal oldu�gu bir n yoktur.

Kan�t: (n + 1)! + 2 ; (n + 1)! + 3 ; : : : ; (n + 1)! + n; (n + 1)! + ( n + 1) say�lar� s�ras�yla
2'ye, 3'ye, : : :, n'ye ve (n + 1)'e b•ol•un•urler ve asal olamazlar. Bunlardan da tam n tane
var. �

7.3. 4N+1 k•umesi �carpma alt�nda kapal�d�r, yani bu k•umeden iki say � se�cersek, bu iki say�n�n
�carp�m� da bu k•umededir. Bunu kan�tlayal�m. Bu k•umeden iki say� alal�m. Bu say�lar�,
n; m 2 N i�cin

4n + 1 ve 4m + 1

bi�ciminde yazal�m ve �carp�mlar�n� hesaplayal�m:

(4n + 1)(4 m + 1) = 16 nm + 4 n + 4 m + 1 = 4(4 nm + n + m) + 1 :

G•or•uld•u�g•u •uzere (4 n + 1)(4 m + 1) say�s� da 4N + 1 k•umesinde (�c•unk•u 4 nm + n + m
say�s� bir do�gal say�d�r).

7.4. Do�gal say�lar�
3N; 3N + 1 ve 3N + 2

olmak •uzere •u�c ayr�k k•umeye ay�ral�m. 3 N k•umesinin �carpma alt�nda kapal� oldu�gu belli,
yani 3'e b•ol•unen iki say�n�n �carp�m� gene 3'e b•ol•un•ur. 3 N + 1 k•umesi de �carpma alt�nda
kapal�d�r. Bu, bir •onceki •ornekte oldu�gu gibi kolayl�kla k an�tlanabilir. Bunu kullanarak
a�sa�g�daki teoremi kan�tlayal�m:

Teorem 7.5. 3N + 2 k•umesinde sonsuz say�da asal vard�r.

Kan�t: 3N k•umesindeki bir say� 3 N + 2 k•umesindeki bir say�y� b•olemez, �c•unk•u 3 N
k•umesindeki say�lar 3'e b•ol•un•uyor, oysa 3 N+2 k•umesindekiler 3'e b•ol•unm•uyorlar. Demek
ki 3N + 2 k•umesindeki bir say�y� b•olen say�lar 3 N + 1 ve 3N + 2 k•umesinde olmal�d�r.
Ama hepsi birden 3N+1 k•umesinde olamaz, �c•unk•u 3 N+1 k•umesinin •ogeleri kendileriyle
�carp�ld��g�nda gene 3 N + 1 k•umesinden bir say� verir. Demek ki 3 N + 2 k•umesinin her
say�s�, gene 3N + 2 k•umesinden bir asala b•ol•un•ur.
S�imdi n � 3 herhangi bir say� olsun. 3n! + 2 say�s�n� ele alal�m. Bu say�ya x diyelim.
x 2 3N + 2 olur. Demek ki 3 N + 2 k•umesinde x'i b•olen bir asal vard�r. •Ote yandan x'i
b•olen say�lar n'den b•uy•ukt•ur elbet. Ne kan�tlad�k? n ka�c olursa olsun, 3N+2 k•umesinde
her n'den b•uy•uk bir asal vard�r. Bundan da 3 N+2 k•umesinde sonsuz say�da asal oldu�gu
�c�kar. �



103

7.5. Herhangi bir asal say� alal�m, diyelim 5. S�imdi �ce�sit li a say�lar� i�cin a5  a say�s�n�
hesaplayal�m:

a a5  a
0 0
1 0
2 30
3 240
4 1.020
5 3.120
6 7.770
7 16.800

G•or•uld•u�g•u •uzere hepsi 5'e b•ol•un•uyor. Ayn� �seyi bir ba�ska asal i�cin yapal�m, bu sefer
asal�m�z� 7 alal�m:

a a7  a = 7 � n
0 0 = 7 � 0
1 0 = 7 � 0
2 126 = 7 � 18
3 2184 = 7 � 312
4 16.380 = 7 � 2:340
5 78.120 = 7 � 11:160
6 279.930 = 7 � 39:990
7 823.536 = 7 � 117:648

Bu sefer de sonu�clar 7'ye b•ol•un•uyor.
Bu, genel bir olgudur ve Fermat'n�n K•u�c•uk Teoremi olarak bil inir. Her p asal� ve her
a say�s� i�cin, ap  a say�s� p'ye b•ol•un•ur. •Orne�gin 203 101  203 say�s� 101'e b•ol•un•ur,
�c•unk•u 101 asald�r. Bunu teorem olarak yazal�m ve kan�tlayal �m.

Teorem 7.6 (Fermat'n�n K•u�c•uk Teoremi) . E�ger p bir asal ve n bir tamsay�ysa np  n
say�s� p'ye b•ol•un•ur.

Kan�t: p bir asal say�, n herhangi bir do�gal say� olsun. n tane farkl� harf alal�m, diyelim
h1 , h2 , ..., hn har
erini ald�k. Bu har
erle yaz�lm��s p uzunlu�gundaki s•ozc•ukleri ele alal�m.
•Orne�gin e�ger p = 5 ve n = 3 ise h1h1h2h3h1 , h3h2h2h3h1 , h2h2h2h3h1 , h3h3h3h3h3

s•ozc•uklerden d•ort tanesidir; bunlar gibi toplam 3 5 tane s•ozc•uk vard�r, �c•unk•u har
eri
yerle�stirecek 5 yerimiz var ve her yere 3 harften biri gelebilir. Gen el durumda, bu t•ur
s•ozc•uklerden tam np tane vard�r, �c•unk•u p yerimiz var ve her bir yer i�cin n tane harf
se�cene�gimiz var.
Bu s•ozc•uklerin baz�lar�nda tek bir harf kullan�l�r: h1h1 : : : h1 gibi; bunlardan da tam n
tane vard�r. Bunlar� �c�karal�m. Geriye

np  n

tane s•ozc•uk kal�r. Bunlar, n tane har�n en az ikisini kullanan p uzunlukta s•ozc•uklerdir.
Bu s•ozc•uklerin k•umesine X diyelim. E�ger np  n tane •ogesi olan X k•umesini, her birinde
p tane •oge bulunan ayr�k k•umelere ay�rabilirsek, o zaman istedi �gimizi kan�tlam��s oluruz.
S�imdi X k•umesindeki s•ozc•uklerin har
erini bir �cemberin etraf�na e�s it aral�klarla dizelim.
O zaman baz� s•ozc•ukler aras�nda fark kalmaz. •Orne�gin p = 5 ise,

K •UMES, •UMESK, MESK •U, ESK •UM, SK •UME

s•ozc•ukleri �cember etraf�na dizildiklerinde ayn� s•ozc•uk g ibi g•or•un•urler. Bu t•ur s•ozc•uklere
denk s•ozc•ukler diyelim. Her s•ozc•uk (kendisi de dahil ol mak •uzere) tam p tane s•ozc•u�ge
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denktir. •Orne�gin e�ger p = 5 ise

h1h1h1h1h2 ; h1h1h1h2h1 ; h1h1h2h1h1 ; h1h2h1h1h1 ; h2h1h1h1h1

s•ozc•ukleri denktir ya da

h3h5h1h1h2 ; h2h3h5h1h1 ; h1h2h3h5h1 ; h1h1h2h3h5 ; h5h1h1h2h3

s•ozc•ukleri denktir. Birbirine denk olan s•ozc•ukleri bir altk •umede toplayal�m. B•oylece X
k•umesinin np  n tane •ogesini her biri p •oge i�ceren altk•umelere ay�rm��s oluruz. Dolay�s�yla
p, np  n say�s�n� b•oler. �

7.6. Bir •onceki maddede kan�tlad��g�m�z Fermat'n�n K•u�c• uk Teoremi'ni kullanarak 18 23 say�-
s�n� 7'ye b•old•u�g•um•uzde kalan� bulal�m. a = 2 i�cin,

18 = 4 + 7 a

oldu�gundan ka�ca e�sit oldu�gunu umursamad��g�m�z bir b do�gal say�s� i�cin

1823 = (4 + 7 a)23 = 4 23 + 7 b

olur. Demek ki 423 say�s�n� 7'ye b•old•u�g•um•uzde kalan� bulmak yeterli. Ferm at'n�n K•u�c•uk
Teoremi'ne g•ore, bir c do�gal say�s� i�cin

47 = 4 + 7 c

olur. Bundan da bir d i�cin

423 = (4 7)3 � 42 = (4 + 7 c)3 � 42 = (4 3 + 7 d) � 42

bulunur. Demek ki 4 3 � 42 say�s�n�n 7'ye b•ol•um•unden kalan� bulmak yeterli. 4 3 = 64 =
1 + 7 � 9 ve 42 = 16 = 2 + 7 � 2 oldu�gundan, yan�t 2 �c�kar.

Al��st�rmalar

7.7. P � f 2; 3g [ (6N + 1) [ (6N  1) •onermesini kan�tlay�n.
7.8. Fermat'n�n K•u�c•uk Teoremi'ni kullanarak 2015 15 say�s�n�n 17'ye b•ol•und•u�g•unde kalan�

bulun.
7.9. 21'in (5N + 1) \ (6N + 3) k•umesinde oldu�gunu g•osterin.

7.10. 4N+3 k•umesinin iki •ogesinin �carp�m�n�n her zaman 4 N+1 k•umesinde oldu�gunu g•osterin.
4N + 3 k•umesinden •u�c •ogesinin �carp�m�n�n gene 4 N + 3 k•umesinde oldu�gunu g•osterin.
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7.11. Teorem 7.5'ten esinlenerek a�sa�g�daki teoremi kan�tla y�n:

Teorem 7.7. 4N + 3 k•umesinde sonsuz say�da asal vard�r.

Notlar

7.12. Sonu�c 7.3'te buldu�gumuzdan �cok daha kuvvetli bir o lgu vard�r: Her n > 1 do�gal say�s�
i�cin n ile 2n aras�nda bir asal vard�r. Bu •onerme 1845'te Frans�z matematik�c i Joseph
Bertrand (1822-1900) taraf�ndan ortaya at�lm��st�r. Bertrand •one rmenin do�grulu�gunu 3
milyona kadar elle kontrol etmi�s ama •onermeyi t•um genelli� giyle kan�tlayamam��st�r. Bu
y•uzden •onerme \Bertrand post•ulas�" olarak bilinir. •Onerme daha sonra Rus matematik�ci
C� ebi�sev (1821-1894) taraf�ndan kan�tlanm��st�r.

7.13. Bertrand post•ulas�ndan da kuvvetli bir olgu kan�tlanm ��st�r: Her k > 1 do�gal say�s� i�cin
k'dan b•uy•uk her k ard��s�k say�dan en az biri k'dan b•uy•uk bir asala b•ol•un•ur. •Orne�gin
k = 17 alal�m; o zaman 1001; 1002; : : : ; 1017 say�lar�ndan biri 17'den b•uy•uk bir asala
b•ol•un•ur. Bu olguyu C� ebi�sev'in �ca�gda�s� _Ingiliz matematik�cisi James Joseph Sylvester
(1814-1897) kan�tlam��st�r.
Sylvester'in bu sonucundan Bertrand post•ulas� kolayl�kla �c �kar. n > 2 olsun. Sylvester'in
teoreminde k = n alal�m ve n + 1 ; n + 2 ; : : : ; n + n = 2 n say�lar�na bakal�m. Burada
tam n tane say� vard�r. Demek ki Sylvester'in sonucuna g•ore bu say�lard an biri, diyelim
n + m say�s�, n'den b•uy•uk bir asala b•ol•unmek zorundad�r, bu asala da p diyelim. Burada
m = 1 ; 2; : : : ; n. Ama m = n olamaz �c•unk•u aksi halde pj2n olur ve buradan ya pj2 ya
da pjn �c�kar, ama 2 � n < p oldu�gundan her iki �c�kar�m da m•umk•un de�gildir. S�imdi bi r
t � 1 do�gal say�s� i�cin n + m = tp yazal�m. E�ger t = 1 olmasayd�, yani t � 2 olsayd�,
n + m < 2n � tn < tp = n + m olurdu, bir �celi�ski, demek ki t = 1 ve n + m = p, yani
n + m bir asald�r.

7.14. Yukar�da n > 2 ise n ile 2n aras�nda en az bir asal oldu�gunu g•ord•uk. Peki en az iki asal
var m�d�r? n = 2 ; 3 ise yoktur. Ama yeterince b•uy•uk n say�lar� i�cin n ile 2n aras�nda
mutlaka en az iki asal vard�r. Ya •u�c asal? O da oluyor, yeter ki n'yi belli bir say�dan
b•uy•uk alal�m. Bu, Hint matematik dâhisi Ramanujan'�n 191 9'da ve Macar matematik
dâhisi Erd•os'•un 1934'te kan�tlad��g� genel bir teoremdir: Her k > 0 do�gal say�s� i�cin, her
n > N i�cin n ile 2n aras�nda k tane asal say�n�n oldu�gu bir N say� vard�r.

7.15. 18'inci y•uzy�l�n sonlar�na do�gru, Frans�z matematik� cisi Legendre (1752-1833) Teorem
7.5 ve 7.7'yi genelle�stirmek istedi. S�u soruyu sordu:

Soru. a ve b, 1'den ba�ska ortak b•oleni olmayan iki say� olsun. an + b bi�ciminde yaz�lan
sonsuz say�da asal var m�d�r, yani aN + b k•umesinde sonsuz say�da asal var m�d�r?

Teorem 7.5'ten a = 3 ; b = 2 i�cin, Teorem 7.7'den de a = 4, b = 3 i�cin yan�t�n olumlu
oldu�gu anla�s�l�yor. Legendre bu soruyu genel olarak yan�tlam ak istedi. •Orne�gin 25 n + 6
bi�ciminde yaz�lan sonsuz tane asal var m�d�r? E�ger x = 1 ise 31 buluruz ki, 31 asald�r.
E�ger n = 2 ; 3; 4 ise, s�ras�yla 56; 81; 106 buluruz ve bunlardan hi�cbiri asal de�gildir. Ama
n = 5 oldu�gunda 131 �c�kar ve 131 asald�r.
Legendre sorunun yan�t�n�n olumlu oldu�gundan hi�c ku�sku du ymad�, ancak kan�tlamakta
g•u�cl•uk �cekti. 1785'te defterine \bunu bilimsel olarak kan �tlamal�" diye not d•u�sm•u�s. On
d•ort y�l sonra, 1798'de, \do�grulu�gundan ku�sku duymamal�y �z" diye yazm��s. Sonra da
kan�tlamaya �cal��sm��s. Ba�saramadan... _Ikinci denemesini Say�lar Kuram� adl� kitab�na
ald��g�n� biliyoruz [L]. Ama bu denemesi de yanl��s. Kan�t�n yanl��sl��g�n�n ne zaman anla�s�l-
d��g�n� bilmiyorum. 1837'de Alman matematik�ci Dirichlet (18 05-1859) teoremi kan�tlad�
[Di]:
a ve b ortak b•oleni olmayan iki do�gal say�ysa, ax + b bi�ciminde yaz�lan sonsuz say�da
asal say� vard�r.
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Dirichlet'nin y•onteminden bir ba�ska teorem daha elde edileb ilir:
a, b ve c ortak b•oleni olmayan •u�c pozitif do�gal say� olsun. ax2 + bxy + cy2 bi�ciminde
yaz�lan sonsuz say�da asal vard�r.

7.16. Sonsuz say�da asal oldu�gunu g•ord•uk. Ama ne kadar sonsuz say�da asal var? Bu son-
suzlu�gu derecelendirebilir miyiz? 100'den k•u�c•uk 25 tane asal var. Demek ki 100'den
k•u�c•uk bir say�n�n asal olma olas�l��g� %25. Ama •orne�gin 1 milyardan k•u�c•uk rastgele
bir say�n�n asal olma olas�l��g� ka�ct�r? (%5'ten biraz fazla. ) Ya da 100 milyardan k•u�c•uk
rastgele bir say�n�n? Bu olas�l�klar a�sa�g� yukar� (yani yak la�s�k de�ger olarak) biliniyor. n
b•uy•ud•uk�ce, 1 ile n aras�nda rastgele se�cilmi�s bir say�n�n asal olma olas�l��g � giderek azal�r,
ve e�ger n �cok �cok �cok b•uy•ukse bu olas�l�k 0'a �cok yak�n olur. Yani , evet, sonsuz tane asal
say� var ama o kadar da �cok yok! Bir anlamda, rastgele se�cilm i�s bir do�gal say�n�n asal
olma olas�l��g� 0'd�r. (Ama tabii bu dedi�gimin anlam kazanm as� i�cin \rastgele se�cilmi�s
do�gal say�"n�n ne demek oldu�gunu bilmek laz�m!)



8. Taban

8.1 On Taban�

Bu b•ol•umde neredeyse do�gdu�gumuzdan beri bildi�gimiz bir �sey i yeniden •o�gre-
nece�giz: Bir say� \on taban�nda" nas�l yaz�l�r? Ger�cekten de ilkoku ldan beri,
hatta okul •oncesi �ca�glar�m�zdan beri hepimiz say�lar� onluk tabanda yazarak
•o�grendik. Saymaya belki

bir ; iki ; •u�c ; : : :

diye s•ozl•u ba�slad�k ama tez zamanda say�lar� rakamlarla ifade etmeyi •o�grendik:

1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10:

Daha sonra say�n�n kendisiyle say�n�n ifadesi aras�nda bir fark olmad��g�na inan-
d�r�ld�k, mesela 19:652 say�s� bize sadece \19:652" ifadesi olarak g•osterildi, \on
dokuz bin alt� y•uz elli iki" say�s� olarak de�gil. Daha ilkel �ca�glard a, mesela ta�s
devrinde �lan ya�sasayd�k, 19:652 say�s�n� 19:652 tane �cubu�gu yanyana getirerek
�s•oyle g•osterirdik:

jjj : : : jjj
| {z }

19:652 tane

19:652 say�s� asl�nda bir sat�r yukar�da g•osterilen (asl�nda g•osterilmeye �cal��s�-
lan) �cubuk say�s�d�r ve \19 :652" ifadesi sadece ve sadece bu �cubuk say�s�n�n
bir g•osterimidir. Yani say� ba�ska, say�n�n ifadesi ba�ska.

S�•oyle bir benzetme yapmak �cok yanl��s olmaz: \Masa" kelimesi asla masa
de�gildir! \Masa" kelimesi sadece ve sadece masa ad�n� verdi�gimiz nesneyi sim-
geleyen bir kelimedir. \Masa" kelimesinin ger�cek masayla o kadar alakas� yok-
tur ki, T•urk�ce bilmeyen bir yabanc�ya \masa" derseniz size aval aval bakar!

19:652 g•osterimiyle ger�cek 19:652 aras�ndaki ili�ski de buna benzer. Bir
•onceki c•umlede ge�cen iki 19:652 ifadesini birbirinden ay�rdetmek i�cin ikinci-
sine bundan b•oyle n diyece�giz. Ger�cek say�ya n dedik. Yani biri bize bir n
do�gal say�s� vermi�s olsun. n, yukar�daki gibi bir k•umedeki �cubuk say�s� olabi-
lir. Asl�nda n = 19:652 ama biz bunu hen•uz bilmiyoruz, bulaca�g�z. _I�ste bize
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verilen say� a�sa�g�daki resimde bulunan �cubuk say�s�:

jjj : : : jjj
| {z }

n tane �cubuk

(Yer kazanmak amac�yla �cubuklar�n hepsini g•ostermedik, araya noktalar koy-
duk, ama tam 19:652 tane var; bu bilgi aram�zda kals�n!)

S�•oyle bir senaryo da d•u�s•unebiliriz: Hi�c okula gitmemi�s, v ah�si ormandan
�c�kmam��s birine, bir ma�gara insan�na mesela do�gal say�lar�n on taban�nda
nas�l yaz�ld��g�n� •o�gretmeye �cal��sal�m. •Once bu ki�siye

0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9

rakamlar�n� ve 10'a kadar saymay� •o�gretelim.
19.652 �cubu�gu ki�sinin •on•une y��gal�m. Bu y��g�nda ka�c �cubuk oldu �gunu sor-

sak bize \�cok" der herhalde. Yak�n zamanda bu y��g�ndaki �cubuk say�s�n� aynen
bizim gibi \19.652" olarak ifade etmesini •o�grenecek.

•Once ma�gara ki�sisinden �cubuklardan 10'arl�k gruplar yapmas�n� isteyelim.
Ki�si �cubuklar� 1965 adet 10'luk gruba ay�racakt�r ve geriye sadece 2 �cubuk
kalacakt�r:

� : : : �| {z }
1965 tane 10'luk

+ jj

Biz, ki�sinin
19:652 = 1965� 10 + 2

i�slemini yapt��g�n� biliyoruz, yani asl�nda kalanl� b•olme yapm��s t�r. Ki�si bu ifa-
dedeki 19.652'yi bilmiyor, 1965'i de bilmiyor, bunun i�cin yeterli matem atik
bilgisi hen•uz yok, ama 2'yi biliyor. Bu 2'yi (kalan� yani) bir kâ�g�da y azmas�n�
isteyelim:

2:

Bu 2, n say�s�n�n, yani �cubuk say�s�n�n, yani 19.652 say�s�n�n en sa�gdaki ha-
nesidir.

19.652 �cubuk say�s�, 1965 de onluk �cubuk grubu say�s�.
Ard�ndan ki�siden, 1965 tane olan 10'luk gruplar� 10'ar 10'ar gruplamas�n�

isteyelim. B•oylece her b•uy•uk grupta 10 � 10 = 100 tane �cubuk olacak ve
100'l•uk gruplardan 195 tane olacak ama 5 tane onluk grup artacak:

1965 = 196� 10 + 5:

Bu sefer kalan 5 oldu. Daha •once yazd��g� 2'nin hemen soluna 5 yazs�n:

52:
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Bu 52, n say�s�n�n, yani 19.652 say�s�n�n son iki basama�g�d�r. Ard�ndan ayn�
�seyi 196 i�cin yaps�n, yani bir •onceki y•uzl•uk gruplar� onar onar grupl ay�p binlik
gruplar elde etsin:

196 = 19 � 10 + 6:

Daha •once yazd��g� 52'nin soluna 6 yazs�n:

652:

Bu 652, n say�s�n�n, yani 19.652 say�s�n�n son •u�c basama�g�d�r. S�ra 19'da:

19 = 1 � 10 + 9:

Daha •once yazd��g� 652'nin soluna 9 yazs�n:

9652:

Bu 9652, n say�s�n�n, yani 19.652 say�s�n�n son d•ort basama�g�d�r. Sonra s�ra
1'e geldi:

1 = 0 � 10 + 1:

Daha •once yazd��g� 9652'nin soluna 1 yazs�n:

19652:

Bu 19652,n say�s�n�n, yani 19.652 say�s�n�n son be�s basama�g�d�r. Sonra s�ra
0'a geldi:

0 = 0 � 10 + 0:

Daha •once bulunan 19652'nin soluna bir 0 ekleyip 019652 elde ederiz. Bunu
b•oyle sonsuza kadar g•ot•urebiliriz, bu a�samadan sonra sola hep 0 gelir:

: : : 00019652:

Ama bildi�giniz gibi bu en soldaki 0'lar yaz�lmaz ve say�

19652

olarak g•osterilir. E�ger say�n�n okunmas�n� kolayla�st�rmak istiyor sak rakamlar�
en sa�gdan ba�slayarak •u�cer •u�cer bir noktayla ay�r�r�z:

19:652

Asl�nda yapt��g�m�z i�s �su:

n = 1965 � 10 + 2
= (196 � 10 + 5) � 10 + 2
= 196 � 102 + 5 � 10 + 2
= (19 � 10 + 6) � 102 + 5 � 10 + 2
= 19 � 103 + 6 � 102 + 5 � 10 + 2
= (1 � 10 + 9) � 103 + 6 � 102 + 5 � 10 + 2
= 1 � 104 + 9 � 103 + 6 � 102 + 5 � 10 + 2:
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Yani y��g�ndaki �cubuk say�s�n�

n = 1 � 104 + 9 � 103 + 6 � 102 + 5 � 101 + 2 � 100

olarak ifade ettik. G•or•uld•u�g•u •uzere (e�ger 10'u ve kuvvetleri ni saymazsak)n
say�s�, e�sitli�gin sa�g�ndaki 1, 9, 6, 5 ve 2 rakamlar�yla belirleniyor . Hepimizin
bildi�gi gibi bu rakamlar soldan sa�ga do�gru s�ralan�r ve b•oylece n = 19652
g•osterimini elde ederiz.

•Orne�gin 65.018 g•osterimi

n = 6 � 104 + 5 � 103 + 0 � 102 + 1 � 101 + 8 � 100

say�s�n�n g•osterimidir. _Istersek

n = 0 � 105 + 6 � 104 + 5 � 103 + 0 � 102 + 1 � 101 + 8 � 100

de yazabilirdik ama gereksiz yere en ba�sa 0 eklemenin anlam� yok. Herdo�gal
say� b•oylece 0'dan 9'a kadar olan say�larla (rakamlarla) ifade edilir.

Bu yaz�l�ma on taban�nda yaz�l�m denir, �c•unk•u say�lar hep 10'a b•o-
l•un•ur, yani �cubuklar 10'luk gruplara ayr�l�r, sonra bu 10'luk grupl ar 10'luk
10'luk (yani 100'l•uk) gruplara ayr�l�r vs.

B•oylece her n do�gal say�s�, a0; a1; : : : ; ak 2 f 0; 1; : : : ; 9g say�lar� i�cin

n = ak10k + � � � + a110 + a0

olarak ifade edilir. E�ger n 6= 0 ise, ak 'yi 0'dan farkl� alabiliriz ve bu durumda
k + 1 say�s�na n say�s�n�n (on taban�nda) basamak say�s� denir. Yukar�daki
n = 19:652 •orne�ginde k = 4, a4 = 1, a3 = 9, a2 = 6, a1 = 5 ve a0 = 2 ve
basamak say�s�k + 1 = 4 + 1 = 5.

Basamak say�s�k + 1 olan bir do�gal say�

10k � n < 10k+1

e�sitsizliklerini sa�glar. Bunun tersi de do�grudur: Bu e�sitsi zlikleri sa�glayan bir
do�gal say�n�n basamak say�s�k + 1'dir. 0 say�s�n�n basamak say�s�n�n 0 oldu�gu
kabul edilir.

•Ornekler

8.1. 38 say�s�n�n 10 taban�nda yaz�l�m�nda birler basama�g�nda (ya ni en sa�gda) hangi rakam
vard�r? 38 = (3 4)2 = 81 2 oldu�gundan, 3 8 'in birler basama�g�nda 1 vard�r.

8.2. 1617 say�s�n�n 10 taban�nda yaz�l�m�nda birler basama�g�nda han gi rakam vard�r? 6'n�n
b•ut•un kuvvetlerinin son basama�g� 6 oldu�gundan, 16 17 'nin birler basama�g�nda 6 vard�r.

8.3. 4243 say�s�n�n birler basama�g� ka�ct�r? Bu •ornekte a � b ifadesi, a ve b say�lar�n�n birler
basama�g� e�sit anlam�na gelsin.

4243 � 243 = (2 5)823 = 32 88 � 288 = 2 5238 = 32 � 64 � 8:

Demek ki 4243 say�s�n�n birler basama�g�nda 8 varm��s.
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Al��st�rmalar

8.4. 2356 say�s�n�n birler basama�g�nda hangi rakam bulunur?
8.5. a, birler basama�g� 4 olan bir say� olsun. a47 'nin birler basama�g�nda hangi rakam bulunur?
8.6. Hangi say�lar�n t•um kuvvetlerinin birler basama�g� hep a yn�d�r?
8.7. Hangi say�lar�n t•um �cift kuvvetlerinin birler basama�g� ayn�d�r?
8.8. Hangi say�lar�n kuvvetlerinde 1'den 9'a kadar t•um rakaml ar bulunabilir?
8.9. a � b iki do�gal say� olsun. a ve b say�lar�n�n birler basama�g� ayn� olmas�n�n 10'un a  b

say�s�n� b•old•u�g•u anlam�na geldi�gini kan�tlay�n.
8.10. Hangi n � m do�gal say�lar� i�cin n!  m! say�s� 10'a b•ol•un•ur?

Notlar

8.11. Tabii onluk tabanda yaz�l�m •o�grenildikten sonra, bu s ay�lar�n toplam�n� ve �carp�m�n�
onluk tabanda ifade etmeyi •o�grenmek gerekir. Bunu ilkokulda • o�greniriz. 32054 ile 7819'u
elle �carpmak, biraz can s�k�c�d�r belki ama hi�c de zor de�gil dir.

8.12. Eski Romal�lar say�lar� onluk tabanda ifade edemiyorlard �. Onlar�n Etr•usklerden uyar-
lad�klar� kendi •ozel ifade bi�cimleri vard�; MCDXVIII gibi ifad eleri g•orm•u�ss•un•uzd•ur. On-
luk tabanda 1418'e e�sit olan bu say�n�n Romen rakamlar�yla ifa de edilmi�s bi�ciminin
karesini almaya �cal��s�rsan�z ifadenin ne denli •onemli oldu �gunu anlars�n�z. _Ifade deyip
ge�cmemek laz�m, onluk sistem �cok •onemlidir. Romal�lar bu ifadeleri bizim gibi kalem
kâ�g�tla de�gil, abak•usle toplay�p �carp�yorlard�. Maales ef g•un•um•uze bir Roma abak•us•u kal-
mam��st�r. A�sa�g�da, birka�c boncu�gu eksik olsa da, tahmin �̂ bir Roma abak•us•un•un foto�g-
raf�n� g•or•uyorsunuz.

8.13. Romen rakamlar� 14, hatta 15'inci y•uzy�la kadar Avrupa' da kullan�ld�. 11'inci y•uzy�ldan
itibaren yava�s yava�s \Hint-Arap sistemi" denilen yukar�da a �c�klad��g�m�z ve bug•un bi-
zim de kulland��g�m�z sisteme ge�cildi. Bug•un Romen rakaml ar� Bat� k•ult•ur•unde hâlâ
daha geleneksel olarak kullan�l�r. Saatlerin Romen rakamlar�yl a yaz�ld��g� �yakal� saatleri
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�cok g•orm•u�ss•un•uzd•ur. Ba�ska �cok •ornek var: _Imparatorlar Roma rakamlar�yla s�ralan�rlar
(Napolyon III gibi), gezegenlerin uydular� Roma rakamlar�yla b elirtilirler (Titan'�n bir
ba�ska ad� Sat•urn VI'd�r), olimpiyatlar ve konferanslar Roma ra kamlar�yla s�ralan�rlar
(XX. M•unih Olimpiyatlar� gibi).

8.2 Di�ger Tabanlar

Tabanda 10'un kullan�lmas� 10 parma�g�m�z olmas�ndan ileri gelmektedir. C�o-
cuklu�gunuzda say�lar� toplay�p �carparken parmaklar�n�z� kulland ��g�n�z� hat�r-
l�yor musunuz? _I�ste yukar�da a�c�klad��g�m�z onluk sistem, parmaklar�m�z� kul-
lanabilelim, kolayl�k olsun, rahat toplay�p �carpal�m diye kabul edil mi�stir. E�ger
bizim de domuzlar gibi iki�ser parma�g�m�z (asl�nda t�rna�g�m�z, yani toyna�g�m�z)
olsayd�, muhtemelen 4'l•uk taban� kullan�yor olurduk. 4'l•uk tabanda yaz�lmak
istenen say� 10 yerine 4'e b•ol•un•ur ve kalanlar sa�gdan sola do�gru s�ralanarak
yaz�l�r. Bir sonraki paragrafta •ornek verece�giz. Bu durumda kalanlar ( rakamlar
yani) tabii hep 0, 1, 2 ya da 3 olacakt�r.

275 say�s�n� 4 taban�nda yazal�m. Bunun i�cin 275'i 4'e kalanl� b•olece�giz,
kalan say� en sa�gdaki basamak olacak. B•olmeyi yapal�m:

275 = 68 � 4 + 3:

Demek ki en sa�gdaki basamak 3 olacak. S�imdi 68'i 4'e b•olelim:

68 = 17 � 4 + 0:

Demek ki sa�gdan ikinci basamak 0 olacak. S�imdi 17'yi 4'e b•olelim:

17 = 4 � 4 + 1:

Demek ki sa�gdan •u�c•unc•u basamak 1 olacak. S�imdi 4'•u 4'e b•olelim:

4 = 1 � 4 + 0:

Demek ki sa�gdan d•ord•unc•u basamak da 0 olacak. S�imdi 1'i 4'e b•olelim:

1 = 0 � 4 + 1:

Demek ki sa�gdan be�sinci basamak 1 olacak. 0'a kadar geldik burada durabiliriz.
Yapt�klar�m�z� •ozetleyelim:

275 = 68 � 4 + 3
= (17 � 4 + 0) � 4 + 3
= 17 � 42 + 0 � 4 + 3
= (4 � 4 + 1) � 42 + 0 � 4 + 3
= 4 � 42 + 1 � 42 + 0 � 4 + 3
= (1 � 4 + 0) � 42 + 1 � 42 + 0 � 4 + 3
= 1 � 43 + 0 � 42 + 1 � 42 + 0 � 4 + 3:
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Demek ki 4'l•uk tabanda 275 say�s�

10103

olarak yaz�l�yor. 10103 g•osteriminin d•ortl•uk taban g•osterimi oldu�gunu g•os ter-
mek i�cin 10103 yerine 101034 yazal�m. Ba�slad��g�m�z 275 de onluk tabanda
yaz�ld��g�ndan, 275 yerine 27510 yazal�m. Demek ki

27510 = 101034:

G•or•uld•u�g•u •uzere 4 taban�nda rakamlar 0, 1, 2 ya da 3 olur.
27510 say�s�n� 4 taban�nda pratikte �s•oyle yazar�z:

n r
4 r

275 3
91 1
30 0
10 1
3 0
1 1
0

Bu tabloyu a�c�klayal�m. Sol s•utunun en •ust•une 4'l•uk tabanda yaz mak iste-
di�gimiz 275 say�s�n� yaz�yoruz. Sa�g s•utuna, sol s•utun 4'e b•ol•und •u�g•unde kalan
yaz�l�yor. Sa�gdaki say�dan soldaki say� �c�kart�p 4'e b•old•u�g•um•u zde buldu�gumuz
sonucu bir alt sat�r�n soluna yaz�yoruz. Bu y•ontemle en sa�g s•utunda 4 taban�n�n
rakamlar� belirir: 101013.

Baz� tabanlar di�gerlerinden daha •onemlidir. En •onemli taban 10'dur ta-
bii, g•unl•uk i�slerimizde 10 taban�n� kullan�r�z. Saatlerde 60 tab an� kullan�l�r: 1
dakika 60 saniye, 1 saat de 60 dakikad�r. Yumurta al�p satarken 12 taban� dik-
kati �ceker, \5 d•uzine yumurta att�r" c•umlesinden de anla�s�l aca�g� •uzere! Ama 10
taban�ndan sonra en •onemli taban 2 taban�d�r �c•unk•u bilgisayarlarda v e elek-
tronik ayg�tlarda 2 taban� kullan�l�r. 2 taban�nda rakamlar sadece 0 ve 1'dir.
•Ornek olarak 275'i iki taban�nda yazal�m. Yukar�daki y•ontemi kullanaca�g�z:

n r
2 r

275 1
137 1
68 0
34 0
17 1
8 0
4 0
2 0
1 1
0
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Demek ki
27510 = 1000100112:

Bir ba�ska deyi�sle,
275 = 28 + 2 4 + 2 1 + 2 0

olur.
3 taban�nda say�lar k•u�c•ukten b•uy•u�ge �s•oyle yaz�l�r:

0
1
2

10
11
12
20
21
22

100
101
102
110
111
112
120
121
122
200
201
202
210
211
212
220
221
222

Aksini s•oylemedi�gimiz s•urece, bu kitapta kullan�lan t•um say� yaz�l�mlar�
10 taban�ndad�r, akl� ba�s�nda her yazar�n kitab�nda oldu�gu gibi...

Taban 10'dan b•uy•uk olabilir. •Orne�gin bir say�y� 12 taban�nda yazabiliriz.
Bu durumda rakamlar�m�z

0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11
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olur. Rakamlar�n 10 ya da 11 olmas� kar��s�kl��ga neden olaca�g�ndan, 10 yerine
?, 11 yerine de z yazal�m. Bu durumda 0'dan 23'e kadar olan say�lar�m�z,
k•u�c•ukten b•uy•u�ge do�gru �s•oyle yaz�l�r:

0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; ?; z ; ?0; ?1; ?2; ?3; ?4; ?5; ?6; ?7; ?8; ?9; ??; ?z :

•Ornek olarak 80.199 say�s�n� 12 taban�nda yazal�m. Bunun i�cin •once 80.199
say�s�n� 12'ye kalanl� b•olece�giz:

80:199 = 6:683� 12 + 3:

Bu 3 rakam�, 80.199 say�s�n�n 12 taban�nda yaz�lm��s halinin en sa�gdaki (yani
birler basama�g�ndaki) rakam� olacak. Sonra 12'ler basama�g�n�, sonra 122'ler,
yani 144'ler basama�g�n� bulaca�g�z ve b•oyle devam edece�giz. •Once 12'ler ba-
sama�g�n� bulal�m. Bunun i�cin 6.683'•u 12'ye kalanl� b•olece�giz:

6:683 = 556� 12 + 11:

Kalan 11. Demek ki 12'ler basama�g� 11 imi�s. Ama unutmayal�m, 11 yerine z
yazaca�g�z:

6:683 = 556� 12 + z :

Demek ki say�n�n son iki basama�g�

z 3

olacak. S�imdi 122'ler basama�g�n� bulal�m.

556 = 46 � 12 + 4:

Buradan da say�n�n son •u�c basama�g�n�n

4z 3

olaca�g� anla�s�l�r. Devam edelim:

46 = 3 � 12 + 10:

Bir sonraki basamak 10 �c�kt�, yani ?. Say�n�n son d•ort basama�g� belli oldu:

?4z 3:

Devam edelim:
3 = 0 � 12 + 3:

Demek ki, say� 12 taban�nda
3 ? 4z 3
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olarak yaz�l�yor. Yani
80:19910 = 3 ? 4z 312:

Son olarak, 12 taban�nda

510? 32z z 01

olarak yaz�lan say�y� 10'luk tabanda ifade edelim:

5 � 129 + 128 + 10 � 126 + 3 � 125 + 2 � 124 + 10 � 123 + 10 � 122 + 120:

Say�y� bilgisayarda ya da hesap makinan�zla hesaplayabilirsiniz.

Al��st�rmalar

8.14. 12 taban�nda 1? 02z ? 01 olarak yaz�lan say�y� 10'luk tabanda ifade edin.
8.15. 3 taban�nda 4 basamakl� ka�c say� vard�r?
8.16. 4 taban�nda 3 basamakl� ka�c say� vard�r?
8.17. _Ilk 10 asal say�y� 4 taban�nda yaz�n.
8.18. 6 taban�nda yaz�lm��s bir say�n�n 6'ya b•ol•unmesi i� cin son basama�g�n�n (yani birler ba-

sama�g�n�n) 0 olmas�n�n yeter ve gerek ko�sul oldu�gunu kan� tlay�n.
8.19. n taban�nda yaz�lm��s bir say�n�n n'ye b•ol•unmesi i�cin son basama�g�n�n (yani birler ba-

sama�g�n�n) 0 olmas�n�n yeter ve gerek ko�sul oldu�gunu kan� tlay�n.
8.20. 6 taban�nda yaz�lm��s bir say�n�n 3'e b•ol•unmesi i�c in son basama�g�n�n (yani birler ba-

sama�g�n�n) 0 ya da 3 olmas�n�n yeter ve gerek ko�sul oldu�gun u kan�tlay�n.
8.21. Her n 2 N i�cin 10 n say�s�n�n 9'a b•ol•und•u�g•unde kalan�n 1 oldu�gunu kan�t lay�n. Buradan

hareketle, 10 taban�nda yaz�lm��s bir say�yla, bu say�n�n ba samaklar�n�n toplam�n�n 9'a
b•ol•und•u�g•unde ayn� kalanlar bulunaca�g�n� kan�tlay� n.

8.22. Her n 2 N i�cin 10 n say�s�n�n 3'e b•ol•und•u�g•unde kalan�n 1 oldu�gunu kan�t lay�n. Buradan
hareketle, 10 taban�nda yaz�lm��s bir say�yla, bu say�n�n ba samaklar�n�n toplam�n�n 9'a
b•ol•und•u�g•unde ayn� kalanlar bulunaca�g�n� kan�tlay� n.

8.23. E�ger n 2 N tekse 10n +1 say�s�n�n, e�ger �ciftse 10 n  1 say�s�n�n 11'e tam b•ol•und•u�g•un•u ka-
n�tlay�n. Buradan hareketle

25382926393853682012

say�s�yla

2  1 + 0  2 + 8  6 + 3  5 + 8  3 + 9  3 + 6  2 + 9  2 + 8  3 + 5  2

say�s�n�n 11'e b•ol•und•u�g•unde kalanlar�n�n ayn� oldu�g unu kan�tlay�n.
8.24. •Once 7� 11 � 13 = 1001 e�sitli�gini g•ozlemleyin. Ard�ndan, buradan hareke tle

25:382:926:393:853:682:012

ile
25  382 + 926  393 + 853  682 + 012

say�lar�ndan biri 13'e b•ol•un•uyorsa di�gerinin de 13'e b•ol• und•u�g•un•u kan�tlay�n.
8.25. 73� 137 = 10:001 e�sitli�ginden, bir say�n�n 73'e ya da 137'ye tam b•ol•u nebilme kural�n�

bulun.
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Bu kitapta do�gal say�lar� ele ald�k. Bundan sonraki •u�c kitapta s�ras� yla
tamsay�lar�, kesirli say�lar� ve ger�cel say�lar� ele alaca�g�z. Okur tabii ki •onceki
y�llardan bu t•ur say�lara sezgisel olarak a�sinad�r. Say�lar� gene b•uy•uk •ol�c•ude
sezgisel olarak ele alaca�g�z (yani say�lar�n tam matematiksel tan�mlar�n�verme-
yece�giz) ama s•urekli olarak k•umeler kuram�na g•onderme yaparak daha modern
bir dil kullanaca�g�z.

Ge�cmi�s y�llardan zaten bildi�giniz konulara uzun uzun yer ay�rm am�z�n ne-
deni matematikte (hatta her bilim dal�nda ve her u�gra�s alan�nda) tan �m�n
•onemine vurgu yapmakt�r.
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